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Prefata
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a numerelor tinut de autori studentilor de la Facultatea de Matematica-Informatica a
Universitatii din Craiova, cat si programa traditionalelor concursuri de matematica ale
elevilor din invatamantul preuniversitar.

Lucrarea este structurata pe 9 capitole si in cea mai mare parte are un caracter
elementar, fapt ce o face accesibila unor categorii destul de numeroase de cititori: elevi,
studenti, profesori precum si tuturor celor ce iubesc matematicile elementare.
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Capitolul 1

Elemente de aritmetica

1.1 Divizibilitate pe N

Definitia 1.1.1. Fie a,b € N, b # 0.Vom spune ci b divide a gi vom scrie b|a, daca
existd ¢ € N astfel incat @ = be (nu definim divizibilitatea prin 0!). In acest caz vom
spune cd b este un divizor al lui a (sau ci a este multiplu de b).

In mod evident, relatia de divizibilitate de pe N este reflexiva, antisimetrica si
tranzitiva, adica (N, |) este o multime partial ordonata in care 1 este cel mai mic element
(element initial) iar O este cel mai mare element (element final).

Definitia 1.1.2. Un numéar p € N,p > 2 se zice prim daca singurii sai divizori
sunt 1 si p.

Cele mai mici numere prime sunt 2, 3, 5, 7, etc. (vom demonstra mai tarziu ca exista
o infinitate de numere prime). Astfel, singurul numar prim par este 2. Reamintim c& in
[6], Corolarul 4.9 am demonstrat teorema impértirii cu rest in N: dacad a,b € N, b > 1,
atunci exista si sunt unici ¢,r € N astfel incat a = bc + r, iar 0 < r < b; numarul ¢
se numeste catul mpartirii lui b la a, iar r restul acestei impartiri (evident bla daca si
numai daca r = 0).

Teorema 1.1.3. Fiind date doud numere a,b € N, exista d € N (vom nota
d = (a,b)) astfel incdt d|a, d|b, iar daca mai avem d' € N astfel incdt d'|a si d'|b, atunci
d'|d (adicd in mulfimea partial ordonatd (N,|) pentru orice doud elemente a i b existd
anb).

Demonstratie. Conform teoremei impartirii cu rest, putem scrie a = becy + r1, cu
c1,71 € Nyiar 0 <7y <b.

Daca r1 = 0 atunci bla si in mod evident d = (a,b) = b.

Daca r; # 0, atunci conform aceleiagi teoreme de Impartire cu rest putem scrie
b=rico + 19, cuco, 7o € N,iar 0 < ry < 7q.

Daca ro = 0, atunci d = r;. Intr-adevar, din b = rico deducem ca d|b, iar din

a = beg + 71 deducem c& d|a . Dacd mai avem d’ € N astfel incat d'|a si d'|b, atunci cum



r1 = a — bey, deducem ca d'|rqy = d.

Daca ry # 0, atunci din nou putem scrie r1 = roc3+13, cu 0 < r3 < ro, si algoritmul
descris pana acum continua, obtinandu-se un sir descrescator de numere naturale r1, ro, ...
astfel incat r;_o = rj_1¢;(j > 3). Conform Corolarului 4.6. de la Capitolul 1, §4 din
lucrarea [6], sirul 1, 79,73, ... este stationar.

Astfel, daca pentru un anumit k,rx1; = 0, atunci d = ry, pe cand, daca rgy; =1
atuncid=1. B

De exemplu: Daca a =49 si b = 35 avem :

49 = 1-35+14 (c;=1,r = 14)
35 = 2-14+4+7 (0222,7"2:7)
14 = 2.7 (63:2,7‘320)

de unde deducem ca (49,35) = 7.
Daca a = 187 si b = 35 avem:

187 = 5-35+12 (c1 =5, =12)
35 212411 (e =2,15 = 11)
12 = 111—|—1 (83:1,7“3:1)

de unde deducem ca (187,35) = 1.

Observatii.

1. Numarul d poarta numele de cel mai mare divizor comunal lui a si b.

2. Algoritmul de gasire a celui mai mare divizor comun a doua numere naturale
descris mai inainte poarta numele de algoritmul lui Fuclid.

3. Daca pentru a,b € N avem (a,b) = 1, vom spune despre a si b ci sunt prime
intre ele.

4. Inductiv se aratd ci pentru oricare n numere naturale ay, as, ..., a,(n > 2) existd
d € N astfel incit d|a; pentru orice 1 <4 < n si daci mai avem d’ € N astfel incat d'|a;
pentru orice 1 < i < n, atunci d’'|d . Numarul d se noteaza prin d = (a1, as,...,a,) si

poarta numele de cel mai mare divizor comun al numerelor a1, as, ..., a,.

1.2 Divizibilitate pe Z

Definitia 1.2.1. Daca a,b € Z,b # 0, vom spune ca b divide a (vom scrie b|a)
daca existd ¢ € Z astfel incat a = be ( ca si in cazul lui N nu vom defini, nici in cazul lui
Z, divizibilitatea prin 0).

Evident, dacid a € Z atunci 1|a, —1|a si a|0.

Numerele prime in Z se definesc ca fiind acele numere intregi p cu proprietatea ca
p # —1,0,1, iar singurii divizori ai lui p sunt £1, £p. Evident, numerele prime din Z
sunt numerele de forma +p, cu p > 2 numar prim in N.
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Se verifica imediat ca daca a, b, ¢ € Z, atunci:

1) ala (a # 0).

2) Daca alb si bla, atunci @ = +b (deci In Z relatia de divizibilitate nu mai este
antisimetricd).

3) Daca alb si blc, atunci alc.

Teorema 1.2.2. (Teorema impartirii cu rest in Z ) Dacd a,b € Z,b > 0, atunci
exista c,r € Z astfel incit a =cb+r, cu 0 <r <b.

Demonstratie. Fie P = {a—xb: x € Z}; evident in P avem gi numere naturale. Fie
r = a— cb cel mai mic numar natural din P (cu ¢ € Z)(un astfel de numar existd conform
Teoremei 4.5 din [6]). Avem 0 < r < bcacidacdr =a—cb>batunci0 < a—(c+1)b <r,
ceea ce contrazice minimalitatea lui . W

Observatii.

1. Putem formula teorema impartirii cu rest din Z si sub forma: Daca a,b € Z,b #
0, atunci exista ¢,r € Z astfel incat a = cb+r, iar 0 < r < |b|.

2. Numerele ¢ si r cu proprietatea de mai sus poarta numele de cdtul, respectiv
restul impartirii lui a la b, gi sunt unice cu proprietatea respectiva, caci daca am mai avea
c,r" € Zastfel incat a = ¢’b+r', cu0 < ' < |b|, atunci cb+r = b+’ < (c—c)b=r'—r,
adica blr’ —r. Cum 0 < r,r’ < |b], dac&d am presupune, de exemplu, ci r’ > r, atunci
r’ —r < |b], iar conditia blr’ — r implicd v’ —r=0< ' =rgicum (c—)o=7"—r =0,
deducem imediat ca ¢ = ¢.

Definitia 1.2.3. Numim ideal al inelului (Z,+, ) orice submultime nevidd a € Z
astfel Incat

i) Daca z,y € a, atunci  — y € a,

ii) Dacd x € a si b € Z, atunci bz € a.

Propozitia 1.2.4. Fie a € Z un ideal. Atunci existd d € N astfel incat a = dZ.

Demonstratie. Dacd a = {0}, atunci d = 0. S& presupunem ci a # {0}. Atunci
existd z € a,x # 0. Dacd xz > 0, atunci z € N*, iar daca = < 0, cum @ este un ideal,
—x € a, si atunci —z € N*.

In concluzie, a N N* # (). Conform Teoremei 4.5 din [6], putem alege d € a NN™ ca
filnd cel mai mic element din ¢ " IN* si s& demonstrim ci a = dZ. Cum d € a si a este
ideal al inelului Z, incluziunea dZ € a este imediatd. Fie acum a € a. Conform Teoremei
1.2.2 putem scrie a = cd + 7, cuc,r € Z 51 0 < r < d (cici d € N*). Scriind r = a — cd,
cum a,d € a, deducem ca r € a. Datorita minimalitatii lui d deducem ca r = 0 si astfel
a = cd € dZ, de unde si incluziunea inversa a € dZ, care ne asigura egalitatea a = dZ.

Propozitia 1.2.5. Fieaq,as,...,a, € Z. Daca notam prin < ai, as, ..., @, > tdealul
generat de {a1,az, ...,an}, atunci < ay,as,...,an >= {k1a; + ... + knan 1 k; € 2,1 <i <

Demonstratie. Daca notdm a = {k1a1 + ... + kna, : k; € Z,1 < i < n}, se arata
imediat c& a este ideal al lui Z ce contine {a1, ag, ..., a,}. Cum < ay,as, ..., a, > este cel

mic ideal al lui Z ce include {aq, as, ..., a, }, deducem cé < ay,as, ...,a, >C a.
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Pentru incluziunea inversa tinem cont de faptul ca:

< A1,02, ..., Ay >= ﬂb
b C Z ideal,
{a17a27"‘7an} gb

si fie deci b € Z un ideal astfel incat {a1,aq, ..., a,} € b. Atunci pentru orice kq, .., k, € Z
avem kjaj + ... + kna, € b, adicd a C b gi cum b este oarecare, deducem cd a C (b =<

ai,as, ..., a, >, de unde egalitatea dorita. B

Fiind date a1, as, ..., a, € Z, prin cel mai mare divizor comun al numerelor ay,as, ...,
a, intelegem acel numar d € Z astfel incat d|a; pentru orice 1 < i < n si in plus daca
mai avem d’'|a; pentru orice 1 < i < n, atunci d’'|d. Evident, daci un astfel de d exista,
atunci gi —d are aceeasi proprietate. Convenim sa alegem pentru rolul de cel mai mare
divizor comun al numerelor intregi ay, as, ..., a,, acel numar natural d cu proprietatile de
mai Inainte gi vom nota d = (a1, ag, ..., a,) (vezi si §1 pentru cazul numerelor naturale).

Teorema 1.2.6. Fiind date n numere intregi aq,as, ...,an(n > 2), daca notam
prin d numarul natural a carui existenta este asigurata de Propozitia 1.2.4 pentru idealul
a=<ai,a9,...,a, >, atunci d = (a1,as, ..., ay).

Demonsratie. Intr-adevar, cum fiecare a; €< aqy,as,...,a, >= dZ deducem ca
a; € dZ, adica d|a; pentru 1 <14 < n.

Fie acum d' € Z astfel incat d’'|a; pentru 1 < i < n. Cum d € dZ, exista kq, ..., k,, €

n

Z astfel incat d =3 k;a; si astfel deducem c& d'|d, adicd d = (a1, ag, ..., a,). W
i=1
Corolar 1.2.7. Fiind date n numere intregi a1, asg, ...,an(n > 2), d = (a1, a2, ...,

an) dacd gi numai dacd existd ky, ..., k, € Z astfel incit d = kyay + ... + knay,.

1.3 Teorema fundamentala a aritmeticii

Fie a € Z* si p € N, p > 2, un numadr prim. In mod evident, existd k € N astfel incat
pFla si pF*t1 t a (altfel zis, k este cel mai mare numar natural cu proprietatea p*|a).
Convenim si notdm k = op,(a) si s&-1 numim ordinul sau exponentul lui p in a. Dacd
a =0 vom lua 0,(0) = —o0, iar 0p(a) =0 < pta.

Propozitia 1.3.1. Orice numar natural nenul se scrie ca un produs de numere
naturale prime.

Demonstratie. Fie A multimea numerelor naturale nenule ce nu se scriu ca produs
de numere naturale prime. Daca prin absurd propozitia nu ar fi adevarata, atunci A # 0.
Conform Teoremei 4.5 din [6] multimea A va contine un element minimal . In particular
x > 1 gl cum x nu este prim putem scriex = m-ncu 1l < m,n < z. Cum m,n < x,
iar x = inf(A), deducem ca m,n ¢ A, deci m si n se scriu ca produse de numere prime.
Atunci si £ = m - n se scrie ca produs de numere prime, absurd! Deci A = () si cu aceasta

propozitia este demonstrati. W
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Corolar 1.3.2. Pentru orice n € Z* existd numerele intregi prime pi, ..., pm astfel
incat n = plfl...pﬁlm cuk,....,k, € N.

Putem folosi si notatia: n = (—=1)5™  [[  p°® unde e(n) € {0,1}(dupa cum n

p prim,
p=2
este pozitiv sau negativ) iar exponentii e(p) sunt numere naturale nenule numai pentru
un numar finit de p-uri.

Lema 1.3.3. Dacd a,b,c € Z* astfel incdt (a,b) =1 i a|bc, atunci alc.

Demonstratie. Intr-adevar, cum (a,b) = 1 conform Corolarului 1.2.7 exista r,s € Z
astfel incat ra 4+ sb = 1, de unde ¢ = rac + sbc. Cum albc deducem ca alrac + sbe = ¢,
adica alc. B

Observatie.

Daca (a,b) # 1, atunci lema de mai Inainte nu mai este adevarata tot timpul cici,
de exemplu, 6 | 3-8 =24, dar 6113 i 61 18.

Corolar 1.3.4. Dacd p,a,b € Z astfel incat p este prim gi plab, atunci pla sau
plb.

Demonstratie. Intr-adevar, singurii divizori ai lui p € Z sunt £1, &p.

Atunci (p,b) = 1 sau p|b. Daca p|b totul este in reguld, iar daca (p,b) = 1, atunci
se aplica Lema 1.3.5. B

Observatie.

Putem utiliza corolarul de mai inainte gi sub forma: daca p,a,b € Z astfel incat p
este prim iar pta,p1 b, atunci p { ab.

Corolar 1.3.5. Presupunem cd p,a,b € Z iar p este prim. Atunci op(ab) =
0p(a) + 0,(b).

Demonstratie. Daci a = o,(a), B = 0,(b), atunci a = p®c i b = pPd, cu p { c si
ptd. Atunci ab = p®Ped si cum p{ ed, deducem ci op(ab) = a+ B = o,(a) + 0,(b). A

Teorema 1.3.6.(Teorema fundamentald a aritmeticii) Pentru orice numdr intreg
nenul n, existd o descompunere a lui in factori primi n = (—1)5(") I pe®) ¢y

p prim,
p=2
exponentii e(p) in mod unic determinati de n (de fapt e(p) = op(n)).

Demonstratie. Scrierea lui n sub forma din enunt rezulta din Corolarul 1.3.2. Sa
probam acum unicitatea acestei scrieri. Aplicand pentru un ¢ prim o4 in ambii membrii
ai egalitatii n = (1) J]  p°® obtinem: o,4(n) = e(n)oy(—1)+ > e(p)oy(p). Insa

P

p prim,
p=2
1, dacap=
04(—=1) = 0 iar o4(p) = ’ acsz 7" de unde deducem ci e(q) = o4(n) si astfel
0, daca p#q

teorema este demonstrata. l

Corolar 1.3.7. Pentru orice n existd si sunt unice numerele prime distincte
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D1, D2,y s P §8 numerele naturale ky, ko, ...,k astfel incat n = p]fl...pff,;" (spunem ca
aceastd scriere a lui n este descompunerea lui n in factori primi).

Corolar 1.3.8. Fiea,b,c,n € N* astfel incdt (a,b) =1 gi ab= c". Atunci existd
z,y € N* astfel incit a = z™ gi b = y™.

Demonstratie. Fie a = p’fl...p’;S,b = qlll...qi” descompunerea numerelor a si b in
factori primi (deci k; > 1, I; > 1 pentru ¢ = 1,2,...,s §i j = 1,2,...,t). Din (a,b) =1
deducem c& {p1,...,ps} N{q1, .., gt} = 0. Obtinem deci cd ¢ = p’fl...pfs qlll...qit, egalitate
ce da descompunerea lui ¢ in factori primi.

Insd, conform Teoremei 1.3.6, descompunerea unui numar natural in produs de
puteri de numere prime distincte este unicd (abstractie facand de ordinea factorilor).

nny

Astfel, dacid ¢ = pI*...p"=q]""...q;"", atunci ¢" = p] e

P g?™ Lgy™, de unde deducem
cénni:ki §1nm]:l_7,1§l§$,1§j§t

Atunci putem considera x = p{*..pt siy = ¢ ...q;. A

Teorema 1.3.9. (Legendre) Dacd n € N iar p este un numdr prim, atunci expo-

nentul lui p in n! este dat de Y. [X].

Demonstratie. In mod esied]Zntpexponentul ep al lul p in n! este dat de e, = 1- k1 +
2- kg + ..., unde k; este numarul numerelor dintre 1,2, ...,n care se divid cu p dar nu cu
p2, ko este numarul numerelor dintre 1,2, ..., n care se divid cu p? dar nu cu p3, etc.

S& calculdm acum un k;. Numerele ce se divid prin p? dintre 1,2, ...,n sunt 1-p*,2-
Pl tiophcut; - pt <n < (t; +1)-p', deoarece daci j este luat dintre 1,2, ...,n si p|j
avem j=t-p'sicum 1 <j<navem 1<t -p' <n. Dart; < 2% <t;+1,decit; = [ﬁ}

‘3
Numerele dintre 1,2, ..., n care se divid cu p**! se afli toate printre numerele dintre
1,2,...,n care se divid cu p’. Dacd din numerele dintre 1,2, ...,n care se divid cu p’ (ce
it+1

sunt in numar de ¢; ) extragem toate numerele 1,2, ...,n care se divid cu p (ce sunt

in numar de t; 11 = [%]) obtinem numai numerele dintre 1,2, ...,n care se divid cu p’
p

dar nu se divid cu o putere mai mare a lui p (deoarece nu se divid cu p**1).

Conform celor de mai sus, numarul acestora este egal cu k; = t; — t;41.

Avem deci e, = 1-(t; —t2) +2-(t2 —t3) + ... =t1 +ta+ ... = [%]—I—[%]—&—
(aceastd suma este finita deoarece va exista un k € N* astfel incat p* < n < pF*! si

atunci []%] = 0 pentru orice s > k+1). B

Observatie. Daca p > n atunci e, = 0.

1.4 Congruente pe Z

Definitia 1.4.1. Fie n € N,n > 2 un numér fixat. Vom spune ca a,b € Z sunt
congruente modulo n dacd nla — b ; in acest caz scriem a = b(mod n).
Propozitia 1.4.2. Relatia de congruenta modulo n este o echivalenta pe Z com-

patibild cu operatiile de adunare si inmultire de pe Z (adicd este o congruentd pe inelul
(Z7 +, ))
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Demonstratie. Faptul ca relatia de congruenta modulo n este o relatie de echivalenta
pe Z se probeaza imediat. Pentru a proba compatibilitatea acesteia cu operatiile de
adunare gi inmultire de pe Z, fie a,b,a’, b’ € Z astfel incat a = b(mod n) gi a’ = b/ (mod n),
adicAa—b=knsgia =0 =kn,cuk, k' €Z. Atuncia+ada’ — (b+¥') = (k+k')n, adica
a+a’ = b+ (mod n) si scriind aa’ —bb’ = a(a’—V')+b (a—b) = ak'n+b'kn = (ak’+b'k)n
deducem ca si aa’ = bb'(mod n). A

Corolar 1.4.3. Fie a;,b; € Z astfel incat a; = b;(mod n) pentru orice i = 1,2, ..., k.
k k k k

Atunci: Y, a; =) bi(modn) si [ a; =[] bi(mod n). In particular, dacd a,b € Z
i=1 i=1 i=1 i=1

astfel incat a = b(mod n) si k € N*, atunci a* = b*(mod n).

Pentru x € Z vom nota prin T clasa de echivalentd a lui x modulo n. Deoarece
resturile Impartirii unui numar oarecare din Z prin n sunt 0,1,...,n — 1, deducem ime-
diat ca daca notam multimea claselor de echivalenta modulo n prin Z,, atunci Z, =
{0,1, ...,n/—\l}, iar pentru k € {0,1,...,n — 1} avem k= {k+nt:t € Z}. Pe multimea
Z., se definesc operatiile de adunare si inmultire astfel: Z+§ =2+ysiz -9 =7y
(tindnd cont de Propozitia 1.4.2 deducem c& acestea sunt bine definite).

Propozitia 1.4.4. (Z,,+,-) este inel comutativ in care unitatile sale sunt

UZy,+,)={2 € Z,: (z,n) =1}

Demonstratie. Cum verificarea anumitor axiome nu ridica probleme deosebite, vom
reaminti doar ca elementul neutru din Z,, fata de adunare este 0 ,—T = n — z iar elemen-
tul neutru fatd de inmultire este 1. Daci T € U(Z,), atunci existd y € Z,, astfel incat
T-7=1ei-y=1< nlzy—1, de unde deducem ci (z,n) = 1.

Reciproc, daca = € {0,1,..,n — 1} si (x,n) = 1, atunci, conform Corolarului 1.2.7
existd r, s € Z astfel incat r-n+s-2 =1, de unde deducem ci s7 =1 < 7! = s, deci
xeU(Z,). 1

De ezemplu: U(Z12) = {1,5,7,11}.

Pentru un numér natural n > 1 definim (1) = 1 iar pentru n > 2, p(n) =numérul
numerelor naturale m < n astfel incat (m,n) = 1. Astfel, (1) = p(2) = 1,¢(3) = 2,
etc., iar |U(Z,,)| = ¢(n).

Functia ¢ : N* — N definitd mai sus poarta numele de indicatorul lui Fuler. Ea a
fost studiata de Euler inca din anul 1760. Notarea functiei lui Euler prin ¢ a fost facuta
de Gauss in anul 1801.

Corolar 1.4.5. (Z,,+,-) este corp < n este prim.

Observatie. Daca in inelul Z consideram idealul ¢ = nZ, urmarind tehnica fac-
torizarii unui inel (comutativ) printr-un ideal, dacd am fi construit inelul factor Z/nZ se
obtinea de fapt tot Z,, .

Fie acum a,b € N* n€ Z,n>2gid=(a,n).

Propozitia 1.4.6. Ecuatia aT = b are solutie in Z, dacd si numai dacd d|b; dacd
d|b atunci ecuatia aT = b are exact d solutit in Z,.

Demonstratie. Dacd Ty € Z,, este o solutie a ecuatiei az = 3, atunci nlazg — b, de
unde deducem c& d|b (céci d|n si d|a).
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Reciproce, s& presupunem ca d|b. Cum d = (a,n), conform Corolarului 1.2.7, exista
x4, Yo € Z astfel incat d = ax( — ny}. Daci ¢ = %, atunci a(xjc) — n(yje) = b, adica
a(m/"o\c) — b, deci ;{)\c este o solutie a ecuatici Gz = b.

S& presupunem acum cd ZTo si T sunt doud solutii ale ecuatiei az = b. Atunci
nlazg — b si nlazy — b, de unde nla(z, — xo). Daci notam n' = 7 si o/ = §, atunci
(a’,n’) =1 gi obtinem c& n’|z; — x, adicd x1 = zg + kn/, cu k € Z.

o~

Pe de alta parte se verifici imediat ca xﬂn’ este solutie a ecuatiei az = b
cu k € {0,1,....,d — 1}. Cum nu e posibil s avem m = xo/—i—\k/ pentru k, k' €
{0,1,...,d — 1} si k # k' (cici ar trebui ca n|n'(k — k') < d|k — k’-absurd!), deducem
cd dacd Ty € Z, este o solutie a ecuatiei az = 6, atunci aceasta ecuatie are d solutii i
anume: :?O,xm’, veey T —I—EZ-?l)n’.

Ezemplu. S& considersim in Z5 ecuatia 67 = 3 . Avem d = (6,15) = 3 si 3|3, deci
ecuatia va avea solutie in Zy5. Cum n’ = ? = 5 iar 3 este o solutie particulara, celelalte
solutii vor fi 3+5=8 si 3+2.5=13. In concluzie, ecuatia 6-Z=3areinZ;5d=3
solutii: §, g, 13. m

Corolar 1.4.7. Dacd n este numdr prim, atunci ecuafia ax = b are solutie unica

in Z, dacd gi numai dacd (a,n) =1 (adicd, dacd $i numai dacd nta).

1.5 Fractii periodice

Fiind data fractia o = g € Q, (cu ¢ € N*), prin impartirea lui p la ¢ putem scrie pe «
sub forma de fractie zecimald: o = ag,a1as,... cu ag,ai,as,... € N (in cele ce urmeaza
prin diferite exemplificari se va deduce cu claritate modalitatea generald de reprezentare
a numerelor rationale sub forma de fractii zecimale). In cele ce urmeazd vom presupune
ca fractia « este subunitard ( dacd ea este supraunitara, impartind pe p la ¢ putem scrie

p=cq+r,cuceZsi0<r<qgsgiatuncia = g =c+ g, astfel ca se continua studiul lui

a cu % care este subunitara; convenim in acest caz sa scriem « = g = c%. De exemplu
35 _ 2)
21 3/

In cazul in care 0 < a < 1l,a9 = 0 astfel ca prin impartiri repetate vom scrie
a =0,a1as..., cu a; € N(dupa cum se va vedea in continuare sirul aj, as, ... poate fi finit
sau infinit; in cazul infinit anumite grupuri de cifre se vor repeta periodic).

Tata cateva exemplificari:

By a = oy =0,35;

Ey: o= % = 0,666... (se repeta cifra 6; convenim s scriem « = 0, (6));

Es: a = 78I = 0,380952380952... (se repeta grupul de cifre 380952 si vom scrie
a = 0,(380952));

Ey a= % =0, 142857142857... = 0, (142857);

Es: o= 2%{ = 0,208333... (se repetd 3 caz in care vom scrie o = 0,208(3));
Es: o= 2—72 = 0,31818... (se repetd 18 caz in care vom scrie o = 0, 3(18)).
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Sa facem acum cateva observatii:

1. In exemplul 1 impartirea se termina cu doua zecimale.

2. In exemplele 2 gi 3 impartirea se continua indefinit, grupurile de cifre 6 si 380952
repetandu-se de o infinitate de ori. In aceste cazuri convenim sa spunem ca avem de a
face cu fractii periodice simple.

In cazul exemplului 6, fractia zecimala obtinuta este tot periodica, cu perioada 18,
dar observam c& perioada nu incepe imediat dupé virguld (ca in exemplul 2) ci este
precedati de o parte care nu se repeta (cifra 3). Convenim si spunem c avem de a face
cu o fractie periodica miztd.

In cele ce urmeaza vom proba ca in general daca avem o fractie subunitara, atunci
sirul aq, as, ... este sau finit sau periodic.

Sa urmarim exemplul 4: resturile partiale trebuie sa fie mai mici decat 7.

In cazul exemplului 3 sunt posibile a priori 20 de resturi, deci dupa cel mult 20 de
impartiri partiale trebuie sa Intalnim un rest care a mai fost obtinut si stim ca de indata
ce restul se repeta i cifrele incep sa se repete.

In general, daca g este catul, resturile partiale fiind mai mici decat ¢, dupa cel mult g
impartiri partiale resturile partiale i deci cifrele catului incep sa se repete. Am subliniat
cel mult ¢ impartiri, deoarece exemplele ne arata ca repetarea resturilor partiale poate
incepe si nainte de a fi trecut prin toate resturile posibile a priori.

Sa adancim acum chestiunea:

b
a
primele n cifre ale fractiei zecimale in care se transforma ea, facem impartirea intreaga
10™b : a.

Ezemplu. Pentru a gasi primele 4 zecimale ale fractiei 781, facem Impartirea.

Observatia de baza este urmatoarea: fiind data fractia subunitara 7, pentru a gasi

80000 : 21 = 3809
170
200
11

Sa consideram acum o fractie cu numaratorul 1, de exemplu % si sa facem Impartirile
intregi 10 : 21; 100 : 21; 1000 : 21, etc. Resturile acestor impartiri reoproduc tocmai res-

turile partiale din Impartirea
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10:21 =0,47619...
100
84

10:21=0 100:21=4 1000:21 =47 10000 : 21 = 476
10 16 13 4
100000 : 21 = 4761 1000000 : 21 = 47619

19 1

Pentru a sti in ce fel se transforma fractia % , trebuie deci sa urmarim resturile
obtinute prin impartirea lui 10,102,103, ... prin a. Este o chestiune deja studiata .

1). S& incepem cu cazul a este prim cu 10 (adicd a descompus in factori primi nu
are nici pe 2 nici pe 5 ca factori).

Stim din cele expuse mai inainte ca, in acest caz, resturile incep sa se repete dupa ce
intalnim restul 1, pana acolo resturile fiind toate diferite. Stim ca dacs 109 = 1(mod a),
d este un divizor al lui ¢(a). Stim c&, dacd a = p®¢®r7..., cel mai mic exponent n, astfel
ca sa avem b" = 1(mod a) oricare ar fi b prim cu a, este c. m. m. m. c al numerelor
e(0*),0(d"), (1), ...

Rezulta ca daca a este prim cu 10, primul rest care se repeta in impartirea 1 : a
este 1 (adicd numaérul cu care am Inceput), deci fractia zecimald este periodica simpld.

De exemplu: 21—1,21 =3-T7;0(3) = 2;¢(7) = 6; cmm.m.c. al numerelor ¢(3) si
©(7) este 6. Fractia % este periodica simpla si perioada ei este un divizor al lui 6.

Daca numaratorul nu este 1, ci un alt numar prim cu a, rezultatele enuntate se
mentin. De exemplu, in impartirea 8 : 21 obtinem ca resturile impartirilor intregi succe-
sive 80 : 21;8 - 102 : 21;8 - 103 : 21... Aceste resturi se pot obtine dacd inmultim resturile
(2) cu 8 ( mod 21):

810 = 80=17(mod 21);8- 16 = 128 = 2(mod 21);8 - 13 = 104 = 20(mod 21)
8-4 = 32=11(mod 21);8-19 =152 = 5(mod21);8 -1 = 8 = 8(mod 21).
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Daca resturile girului (1) sunt toate diferite intre ele, prin inmultirea lor cu 8 obtinem
tot resturi diferite (daca 8rq ar fi congruent cu 8rq, atunci 8r; —8ry = 0(mod 21);8(r —
ro) = 0(mod 21), 8 este prim cu 21 pentru ca fractia a fost reductibild; ro —ry < 21, deci
nu putem avea 8(ry — r1)= multiplu de 21.

Rezulta ca fractia % este tot periodica simpla, iar numarul cifrelor perioadei este

acelasi ca gi la fractia %

Fie acum cazul a = 2% - 5%, adica a are numai factori primi ai lui 10. (De exemplu,
a=40=2%.5sau a = 25 = 52, etc). In acest caz, 10 ridicat la puterea a, daci o > f3,
sau la puterea 3, daci 3 > a se divide cu a (daci a = 40,103 = 23 - 53 se divide cu 23 - 5;
daci a = 25,102 = 22 - 52 se divide cu 52).

Rezulta ca, in acest caz, fractia zecimala rezultand din % are un numar finit de
zecimale, egal cu cel mai mare dintre numerele « si 3.
De exemplu : 20 =22 .5;7:20 = 0, 35.
. ja— . 58— "
In general: 2a(?5ﬁ = b 150aa ? (dacd a > ) sau = bfTa(dacé a < B), insa

impartirea unui numar cu 10% se face despartind prin virgula « cifre.
30.a=2%.58.pm . g"...
. b .o b 1 b.52=8 o
In acest caz, fractia g poate fi scrisa ¢ = 07 W (dacd o > B).

.5a—p o . Coe < < .
pbm{:.)iqn se transforma intr-o fractie periodica simpla. Daca ea este mai

mare decat 1 - ceea ce se poate intampla din cauza inmultirii cu 57 - ea se transforma

Fractia

tot intr-o fractie periodica simpléa, avand insa si intregi. Aceasta fractie inmultita cu 10%
dici and vireul £ R di fractia ©
(adica mutand virgula cu « cifre spre stanga ), ne da fractia g , care va avea ca parte
D . . Y . . .. b.52B
neperiodica cele « cifre, iar partea periodica aceeasi ca si a fractiei 1?’”57q”

Dacéd 8 > a procedam analog.
Evemplu. ofy = 4 = - 3570 $9 = 3,1818..., deci o = 0,31818... = 0,3(18).
1 _ 1 _ 1 5.5 _ .1 _
Dar 55 = 577 = 1010 1T = ;4545.... Deci 55 = 0,04545... = 0,0(45) partea
neperiodica este 0.

Rezumand cele de mai sus obtinem:

Teorema 1.5.1. Orice fractie se transformda intr-o fractie zecimald cu un numar
finit de zecimale sau intr-o fractie zecimald cu un numar infinit de zecimale, in care caz
zecimalele admit o perioadd ce se repeta.

Reciproc, sa vedem cum rescriem o fractie zecimala « (simpla, periodica sau peri-

odicd mixtd) sub forma cu % cup,qg € N.
Cazul 1. Daca a = ag,a1as...a,, atunci in mod evident o = %. De
exemplu:
17 3
=1,7=—, =0,3=—.
“e=h T @ 10
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Cazul 2. Sa presupunem acum ca o = ag, (@1a2..-G,,). Atunci:

— 2 Qn_ al as an
“ = a0+(10 + 102 «F o0+ (gart Fqgerz Tt g T
1 s 1 1
- 14— S Q-G LI SV
d + 10( tmte ) Tt et bt et
+oSmg L, 1, )
10° " 10n T 102n T
Insa 1+ + — 10" astfel ca:
o 102n =T =1
(2 Oy 107
a = a —
70 102 10n 07 —1
_ + Gy + 110 4 ... + 10771 — a0+ a102...0y
- 10" — 1 ~9 T 7999
==

n ori

De exemplu, a = 3,(6) = 3 + 8 = W = % % iar dacd o = 2, (154), atunci

154 _ 1098 + 154 _ 2152
a=2+g99 = 999 999 -

Cazul 3. Sa presupunem ca « este o fractie zecimala periodica mixta: a = ag, aias...

ar (ak+1ak+2...ak+n).

arag -y | 0 (Gt1-Qhin) _

Atunci a = ag, ajas...ap+0,00...0(ag+10k+2..-Qptn) = 107 107 =

a1ag...an + Ap41---Qf4n
10 99...900...0
A~

n ori k ori

De exemplu, dacad o = 3,7(2) = %+l _37-942 _ 333+2 _ 335 _ % o
dacd o = 2,15(172) = 215 172 _ 21

90 90 90 9
_ + 5-999 + 172 _ 214957
100 ™ 99900 — 99900 99900 -

Rezumand cele trei cazuri de mai sus obtinem:

Teorema 1.5.2. (i) Dacd o = ag, a1as...a,, atunci o = W.
n—1 —_—
(i) Dacd o = ag, (@1a3.--Gr, ), atunci ag+2n + a"_llgy),tl +10 = aﬁ-%%@gaf".

n ort

g — - a109...Q Afpt1.--Qftn
(#ii) Dacd a = ag, a1as...05(Ak4+10k+2..-Gk4n ), GtUNCi TG %+ 99-900.0 -
A~

n ori k ori
Observatie. Acest paragraf a fost redactat in cea mai mare parte dupa lucrarea [20].

1.6 Teoremele lui Euler, Fermat si Wilson

Lema 1.6.1. Dacd G este un grup (multiplicativ) finit cu n elemente (n > 2),
atunci " = 1, pentru orice x € G.

Demonstratie. Fie v € G, iar k = o(x) (ordinul lui z). Atunci ¥ = 1 si conform
Teoremei ui Lagrange k|n, adicd n = k - p cu p € N. Deducem imediat ca 2" = z*? =
(PP =17=1. 1

Observatie. Daca G este comutativ existd o demonstratie elementara ce evita

Teorema lui Lagrange. Pentru aceasta se alege G = {z1,%2,...,2,} si € G. Cum
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{zxy, 229, ... 220} = G = {21, ..., 2 }, deducem ca (zx1)...(22,) = 1.2, < ™ (21...2,)
..z, =1. 1

Corolar 1.6.2. (Euler) Dacd n > 2 este un numdr natural iar a € Z astfel tncdt
(a,n) =1, atunci a®™ = 1(mod n) (¢ fiind indicatorul lui Euler).

Demonstratie. Am vazut mai Inainte cd (Z,,-) este un monoid cu ¢(n) elemente
inversabile. Astfel, dacd aplicaim Lema 1.6.1 grupului G = U(Z,,, ) (ce are ¢(n) elemente)

pentru a € G obtinem ca:

¥ =T o e =T o0 | a?™ —1 & a*™ = 1(mod n). W

Corolar 1.6.3. (Mica teorema a lui Fermat) Dacd p > 2 este un numdr prim, iar
a € Z astfel incdt pta, atunci a?~1 = 1(mod p).

Demonstratie. Cum p este un numdr prim, ¢(p) = p — 1 si acum totul rezulta din
Corolarul 1.6.2. B

Lema 1.6.4. Fie G un grup (multiplicativ) finit comutativ iar [[ x produsul tuturor

z€G
elementelor din G. Atunci [[x= []=
zeG = G,
o(x) <2
Demonstratie. Vom scrie [[z= [[z - J[z . Insdin cadrul produsului
zeG
z € G, z € G,

olx) <2  ox) >2

= vom grupa fiecare element z cu z=! (avem x # 7! cici dacd x = o1
z € G,
o(z) > 2
atunci #? = 1 si deci o(z) = 2, absurd) i astfel [[# = 1, de unde concluzia ci
z € G,
o(z) >2
[Tze= J[z. N
z€G el
o(x) <2

Corolar 1.6.5. (Wilson) Daca p > 2 este un numar prim, atunci (p — 1)1+ 1=
0(mod p).

Demonstratie. Cum p este prim (Z;, -) este grup cu p — 1 elemente, conform Lemei

1.64, [[ = []7. Ramaéne sa punem in evidenta elementele ¥ € Z, cu propri-
fEZ; Te 7*
p’
o(Z) <2
etatea cd o(T) = 2 & 72 :T©§:T®p|x2—l =(x-1)(xz+1) & plzr — 1 sau
plz + 1 de unde deducem cd T = 1= p/—\l sau T =1, astfel ¢ 1-2- p/—\l =l
(p—1)!+1=0< (p—1)!+1=0(mod p). A

Vom prezenta in continuare diferite variante de generalizare a Teoremei lui Wilson.
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Lema 1.6.6. Fie p > 2 un numdr prim, iar n > 2 un numdr natural. Atunci:

(i) Dacap = 2 ¢in > 2 in grupul U(Zan,-) numai elementele 1,-1, 2’:1\—1—1,
2’:3[?1 au ordinul cel mult 2;

(ii) Daca p > 2 atunci in grupul U(Zyn,-) numai elementele 1, -1 au ordinul cel
mult 2.

Demonstratie. Avem ca U(Zpyn,-) = {@ € Z. : (a,p) = 1}. Sa determinam in acest
grup elementele @ € U(Z,.,-) astfel incat a2 = 1, adicd acele numere naturale a astfel
incat 1 <a < p", cu (a,p) =1sip"|a®—1 (x).

Evident a = 1 verifica (x). Dacd a > 1, atunci putem scrie a—1 = pPusia+1=pto
cuk,t>0,(p,u)=(p,v)=1,lar k+t>n.

Daci k = 0 atunci t > n, deci p” | a + 1 gi cum a < p" rezultd cd a + 1 = p", de
unde a = p" — 1 i astfel obtinem elementul @ = 1)7?1 = —T ce verifici de asemenea ().

Daca ¢t = 0 atunci k > n, deci p™ | a — 1 gi cum a < p" rezulta cd a — 1 = 0 de unde
a = 1, contradictie.

Daci k # 0,t # 0 atunci 2 = p'v — p¥u, adica p | 2, deci daci p > 2, obtinem o
contradictie.

In concluzie: daca p > 2, atunci in U(Z,.) avem numai elementele Tsi-1= 177?1
ce au ordinul cel mult 2, obtinand astfel concluzia de la ii).

Daca p = 2, atunci din 2 = 2tv — 284 rezultd ci ¢t = 1 sau k = 1. Daci ¢t = 1 atunci
E>n—1,decia—1=2Fu>2""lusicum 1 <a < 2" avem ciu =2si k =n — 1.
Deci, in acest caz, daci a verificd (x) atunci a = 2"~1 + 1.

Daci k=1 atuncit >n —1, deci a +1 = 2fv > 27" 1y i cum 1 < a < 2™ rezulta
cd v =1sau v =2 (cazul v = 2 este exclus cici (v,2) = 1).

Daciv=1atuncit=n—1saut=mn. In cazul t =n — 1 rezulti a = 2"~ 1 — 1, iar
daca t = n atunci a = 2" — 1.

In concluzie : dacd p = 2 gi n > 2 in U(Z3.) numai elemente 1,-1, 27:1\4— 1,
971 _ 1 au ordinul cel mult 2, obtinand astfel concluzia de la (i). W

Corolar 1.6.7. (O generalizare a teoremei lui Wilson) Dacd p este un numdr prim
$i n un numdar natural, atunci:

(i) Daca p > 2 gin > 2 atunci p" | e +1;

1<a<pn,
(a,p) =1
(i) Dacap =2 gin > 2 atunci 2" | [Ia —-1;
1<a<?2",
(a,2) =1
(iii) Dacd p =2 sin =2 atunci 22 | I1a +1.
1<a< 22,
(a,2) =1

Demonstratie. Totul rezulta imediat din Lema 1.6.4 tindnd cont de cele stabilite in

Lema 1.6.6.
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1.7 Teorema chinezeasca a resturilor

In cadrul acestui paragraf vom prezenta sub alta forma asga zisa teorema chinezeasca a
resturilor (vezi si [7]). Fie mq,ma,...,my € N astfel incat (m;, m;) = 1 pentru orice
i % j,m = mims...my, iar by, ba,....,by € Z.

Teorema 1.7.1. (Teorema chinezeascd a resturilor)

Sistemul
x = by ( mod my)

x = by( mod my)
are solufie tn Z §i oricare doud solutii difera printr-un multiplu de m.

Demonstratie. Daca n; = atunci (m;,n;) = 1 pentru orice 1 < i < t. Astfel

m.
m;’
exista r;, s; € Z astfel incat r;m; + s;n; = 1 pentru orice 1 < i < t.

Daca notam e; = s;n;, atunci e; = 1(mod m;) si e; = 0(mod m;) pentru 1 < i,j <
t,i# j.

t
Daci vom considera g =Y bse;, atunci vom avea xg = b;e;(mod m;) si astfel
i=1

xo = b;(mod m;) pentru orice 1 < i < ¢, de unde concluzia cé ¢ este solutie a sistemului

(S).
S& presupunem ca x; este o alta solutie a lui (S). Atunci x; — z¢ = 0(mod m;)
pentru 1 < ¢ <t, adica m; | x1 — xo pentru orice 1 < ¢ < ¢, g1 cum (m;, m;) = 1 pentru

i # j, deducem c& m = myma...m; | o — 1, adicd x¢ = x1(mod m). W

Sa interpretam acum teorema chinezeasca a resturilor din punct de vedere al teoriei
inelelor.
Fie pentru aceasta (A;);cs o familie nevida de inele (unitare).
Vom considera un nou inel notat [ A;, avand multimea subiacentd [[ A; = {(z:)ier :
icl iel
x; € A; pentru orice i € I}, iar pentru x,y € [[Ai;, @ = (zi)ier $i ¥ = (¥i)ier definim
iel
r+y= (v +Yi)ier i vy = (Ti Yi)ier-
Se verifica imediat ca (][] A;, +,) devine inel unitar in care elementul nul este
icl
0 = (zi)ier cux; = 0 pentru orice ¢ € I, iar pentru x = (z;)ier, — = (—2;)ier; elementul

unitate este 1 = (2;);er cu x; = 1 pentru orice ¢ € I, iar dacd = = (x;):cr € [[ As,

iel
atunci * € U(][A;) dacd si numai dacd z; € U(A;) pentru orice i € I, altfel zis,
iel
U(ITA:) = TTU(A).
iel iel
Daca I este finita notam [[4; = X A;.

icl el
Fie acum mq, mg, ...,m; € N* astfel incat (m;, m;) = 1 pentru orice i # j,1 <1i,j <
t s m=mimsa...my.

Teorema 1.7.2. Avem urmdatorul izomorfism de inele:

Zipy, X Ly X .. X Ly, = Ly,
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Demonstratie. Pentru fiecare 1 < ¢ < ¢, fie m; : Z — Z,,, morfismul surjectiv
canonic de inele ce duce fiecare element x € Z 1n clasa sa de echivalenta modulo m;.

Definim f : Zy, — Zpyy X Zipy, X ... X Zyy, prin f(z) = (m1(x), ..., m(z)) pentru
orice x € Z.

Dacd z,y € Z si f(z) = f(y) atunci z = y(mod m) & z = y(mod m;) pentru
orice 1 < i <t (caci (m;,m;) =1 pentru 1 < i # j <t) < m(r) = m(y) pentru orice
1 < i <t. Deducem astfel ca f este bine definita si ca functia f este o injectie. Se verifica
imediat ca f este morfism de inele unitare.

Surjectivitatea lui f rezulta fie din teorema chinezeasca a resturilor, fie observand
Ca | Ly X Ly X oo. X Ly, | = | Zi| = m = mq..my.

Deci f este un izomorfism de inele unitare. H

Corolar 1.7.3. Cu notatiile de la teorema precedentd avem urmdtorul izomorfism

de grupuri multiplcative:
U(Zp,) =~ U(Zp,) X U(Zppy) X ... x U(Zpp,).

Corolar 1.7.4.Fie ¢ : N — N indicatorul lui Euler.
(t) Daca my,ma,...,my € N astfel incit (m;,m;) = 1 pentru i # j, atunci
o(my..mi) = p(my)...o(my);

(ii) Dacd p > 2 este numar prim sin € N*, atunci o(p") = p™ —p" 1 = p*(1— l)

2
(i) Dacda n = plfl...pft este descompunerea in factori primi a lui n, atunci p(n) =
1 1
Demonstratie. (1). Am vazut c& |U(Zy,)| = ¢(n) pentru orice n € N,n > 2. Daca
tinem cont de Corolarul 1.7.3 deducem ca:

\U(Zy)| = [U(Zin,) X oo X U(Zin, )| = [U(Zi, )|+ |U(Zim, )| & p(m) = @(ma)...o(my).

n—1

(ii). Prin calcul direct se deduce ca intre 1 si p™ exista p” — p numere naturale

mai mici strict decat p™ si prime cu p™ (adica cu p), de unde egalitatea ¢(p™) = p™ —p" L.

(iii). Tindnd cont de (i) si (ii) deducem ca:

~ _ 1 1
p(n) = @ .pf) = @) —pp ) (of =P = oyt p (1 — 171)"'(1 - ];)
1 1
- - Sa-1) m
D1 Dt

De exemplu, p(12) = p(2*-3) = 12(1 - )1 - $) =12} - 2 =4

1.8 Radacini primitive modulo un numar prim

Fie n € N*,a € Z,(a,n) = 1. Conform Teoremei lui Euler (Corolarul 1.6.2) stim ca
a¥™) = 1(mod n).
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Definitia 1.8.1. Cel mai mic numar natural nenul pentru care ™ = (mod n) se
numeste gaussian sau ordin al lui a si se noteazd prin 7y, (a). De fapt, v,(a) = ord(a) in
(U(Zn), ).

Observatie.

1. Dacd a™ = 1(mod p), atunci v, (a) | m;

2. m(a) | (n);

3. Dacé a" = a®(mod n), atunci r = s(mod 7, (a)).

Dacan = plfl ...p’;S este descompunerea in factori primi a lui n, conform Corolarului
1.73, U(Zn) = U(Zp;fl) X .. X U(Zp;_:s) astfel, pentru a determina structura grupului
multiplicativ U(Z,,) este suficient s& studiem structura grupurilor de forma U(Zy») cu p
prim si n € N.

Vom incepe cu cazul cel mai simplu si anume cu U(Z,,) cu p prim. Cum Z,, este corp,
U(Zy) = Z,. Daca f = ap+a1 X +...4a, X" € Z[X], vom nota f=do+a X+..4a,X" €
Z,[X].

Lema 1.8.2. Fie K un corp comutativ i f € K[X] cu grad(f)=n. Atunci f are cel
mult n radacini distincte.

Demonstratie. Facem inductie matematica dupa n. Cum pentru n = 1 totul este
clar, s& presupunem c4 afirmatia din enunt este adevarata pentru orice polinom din K[X]
de grad <n — 1.

Daca f nu are radacini in K totul este clar.

Daci existd a € K astfel incat f(a) = 0, atunci f(z) = q(z)(x — a) si grad(q) =
n — 1.

Daca 3 este o alta radacind a lui f, 8 # «a, atunci 0 = f(8) = (8 — a)q(8) ceea ce
implica ¢(8) = 0. Cum prin ipoteza de inductie ¢ are cel mult n — 1 radacini distincte,
deducem ca f are cel mult n radacini distincte. W

Corolar 1.8.3. Fie K un corp comutativ f, g € K[X] astfel incait grad(f)=grad(g)=n.
Daca avem n+1 elemente distincte oy, Qa, ..., ant1 astfel incat fla; )=g(a;) pentru orice
1<i<n+1, atunci f=g.

Demonstratie. Considerand h = f — g, atunci grad(h) < n gi cum h are n + 1
radacini distincte aq, g, ..., p41, deducem ca h = 0, adica f =g¢g. B

Corolar 1.8.4. Daca p > 2 este un numar prim, atunci orice T € Z, avem:
Pl —1=(x—1)(z—2)...(x — p+1)(mod p).

Demonstratie. Cum p este prim, Z,, este corp comutativ. Considerand f = (X?P~! —
1) — (X —1)(X =2)...(X —p—1) € Z,[X] avem ci grad(f)< p — 2 si f(Z) = 0 pentru
=12, ,p/—\l (tindnd cont si de mica teorema a lui Fermat, adicd de Corolarul 1.6.3).
Conform Corolarului 1.8.2, f =0. &

Observatie. Dacd in Corolarul 1.8.3 consideram z = 0 obtinem ci (p — 1)! =
—1(mod p), adicd teorema lui Wilson (Corolarul 1.6.5).

Propozitia 1.8.5. Fie p > 2 un numar prim si dlp — 1. Atunci congruenta

x4 = 1(mod p) are ezact d solutii.
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p—1 _ 1 ) — 1 _
S R S

(D) 24 42741 = g(x), adica 2P~ —1 = (z4—1)g(z) si astfel 2P~ =1 = (24—1)G(x).

~ A~ A~ —_—
Cum 2P~ —1 are exact p— 1 radicini (si anume 1,2, ..., p — 1-conform micii teoreme

Demonstratie. Dacad p — 1 = dd’, atunci:

a lui Fermat), tinand cont de Lema 1.8.1 deducem ci x% — 1 are exact d ridicini in z,
si astfel congruenta x¢ = 1(mod p) are exact d solutii in Z, 1

Teorema 1.8.6. Dacd p este un numdr prim, atunci U(Z,) este un grup ciclic.

Demonstratie.

Solutia 1: Evident |U(Zp)| = |Z,| = p — 1 iar pentru d|p — 1, fie 1(d) numarul
elementelor din Z; de ordin d. Conform Propozitiei 1.8.4 elementele din Z; ce satisfac

4 = 1(mod p) formeaza un grup de ordin d. Insa Y ¢(c) = d, de unde se

cld
deduce ca 1 (d) = ¢(d) (p fiind indicatorul lui Euler). In particular, ¢ (p—1) = p(p—1) >

1 (daca p > 3). Deducem ca in Zy, ¢(p — 1) elemente au ordinul p — 1 si astfel oricare

congruenta

dintre acegtia genereaza pe Z;, adica Z; este grup multiplicativ ciclic.

Solutia 2: Fie p — 1 = qlll...qit descompunerea in factori primi a lui p — 1 gi sa

consideram congruentele:
) a2t =1(p)
(2) 29" =1(p) ,cu 1l <i <t

In mod evident orice solutie a congruentei (1) este solutie si a congruentei (2). Mai
mult, congruenta (2) are mai multe solutii decat congruenta (1). Pentru fiecare 1 <1i <t
fie g; o solutie a congruentei (2) ce nu este solutie a congruentei (1) iar g = g1g2...g+.

Evident, ¢; genereaza un subgrup al lui Z; de ordin qﬁi,l < i < t. Deducem ca g
genereaza un subgrup al lui Z; de ordin p — 1 = qil...q,lﬁ. Atunci < g >= Z;. ]

Definitia 1.8.7. Fie p > 2 un numar prim. Un element a € Z se zice raddacinag
primitivd modulo p dacd @ genereaza Z;.

De exemplu, 2 este radacing primitivd modulo 5 (se verificd imediat ci 4=5-1 este
cel mai mic numar natural n pentru care 2™ = 1(mod 5)), pe cand 2 nu este radacind
primitivd modulo 7 (de exemplu, 2% = 1(mod 7)).

Notiunea de radacina primitiva se poate generaliza astfel:

Definitia 1.8.8. Fie n € N. Un element a € Z se zice raddcind primitiva modulo
n dacd in Z, genereaza U(Z,)(echivalent cu a spune ca ¢(n) este cel mai mic numar
natural pentru care a®™ = 1(mod n), adici v, (a) = ¢(n)).

Observatie. In general nu rezultd cd U(Z,,) este ciclic.

De exemplu, elementele lui U(Zg) sunt 1,35, 7iar 12 =1,32=1,52 =1,72 = 1,
neexistand deci in U(Zg) elemente de ordin 4 = ¢(8).

Rezulta ca nu orice intreg poseda radacini primitive.

Lema 1.8.9. Dacd p este un numdr natural prim si 1 < k < p atunci p | C’;f.

. ! . ! - .
Demonstraie. Avem C}’j = W € N si cum k!(pp— ol =p- k!IZp — )k)' iar p
—1)!
nu divide nici pe k! gi nici pe (p — k)!, deducem cé daci notam g = %, atunci
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q € N si cum C’;f =p-q, rezultd ca p | Cg. ]

Observatie. Utilizand Lema 1.8.9 putem prezenta o noud demonstratie a micii
teoreme a lui Fermat: Dacd p este un numadr prim si a € Z astfel incat p 1 a, atunci
plaP~! — 1. Intr-adevir, s notdim s, = a? —a. Cum s411 = (a+1)P — (a + 1) =
a? +CpaP ' 4+ ..+ Chla+1—(a+1) = (a® —a)+ pzl C,’,fap’k = Sq+ pzl C{,fap’k.

Tinand cont de Lema 1.8.9 deducem ca sq41 Ek;i(mod D). Astfelk,_sla = 541 =
Sa—2 = ... = s1(mod p) si cum s; = 1* — 1 = 0 deducem ci s, = 0(mod p), adica
pla? —a = a(a?P~! — 1) gi cum p { a obtinem ci p | P~ — 1.

Lema 1.8.10. Dacan > 1 este un numar natural, p > 2 un numdr prim si a,b € Z
astfel incdt a = b(mod p"), atunci a? = bP(mod p" ).

Demonstratie. Putem scrie a = b+ ¢p™, cu ¢ € Z. Atunci a? = (b + cp™)P =
W+ CpbP~lep™ +x (cu x € Z si p"t? | x) astfel ca a? = b + bP"1ep™ ! + 2, de unde
a? = bP(mod p"*t1). B

Corolar 1.8.11. Dacd p este un numar prim, p > 3,n € N,n > 2, atunci (1 +
ap)pn_2 =1+ ap™ 1 (mod p") pentru orice a € Z.

Demonstratie. Facem inductie dupa n, pentru n = 2 afirmatia fiind triviala.
Sa presupunem acum ca afirmatia din enunt este adevarata pentru m si sid aratam
ci este adeviiratd pentru n + 1. Conform Lemei 1.8.10 avem: (1 + ap)?" = (1 +
ap™ 1)P(mod p"*1). Dezvoltand cu ajutorul binomului lui Newton obtinem (1+apP~1)P =
1+ C;ap"’l + 3, unde S este o suma de p — 2 termeni. Utilizand din nou Lema 1.7.9 se
verificd imediat ci toti termenii lui B sunt divizibili prin p*t2("=1 exceptand eventual
ultimul termen aPp?™=Y. Cum n > 2,1 +2(n —1) >n+1 s cum p(n —1) > n +1,
adicd p" 1 | B si astfel (1+ap)?" =14 ap” ' (mod p"), adici c.c.t.d. B

Observatie. Fie a,n € Z astfel incat (a,n) = 1. Vom spune cd a are ordinul k
modulo n dacs este cel mai mic numar natural pentru care a* = 1(mod n). Acest lucru
este echivalent cu a spune cd @ din Z,, are ordinul k in grupul U(Z,,).

Corolar 1.8.12. Dacd p # 2 este un numdr prim astfel incat p 1 a, atunci ordinul
lui 1+ ap modulo p™ este egal cu p"~ ! (n € N,n >2).

Demonstratie. Conform Corolarului 1.8.11, (1 + ap)p"_2 =1+ ap™(mod p"*1), de
unde deducem ca (1 + ap)p%2 = 1+ ap” !(mod p") adicd p"~2 nu este de ordinul lui
1 + ap, rezultand astfel ci ordinul lui 1 4+ ap modulo p™ este egal cu p”~!. W

Teorema 1.8.13. Fie p > 3 un numar prim si n € N*. Atunci U(Zyn) este grup
ciclic (adica existd in acest grup raddacini primitive modulo p™).

Demonstratie. Conform Teoremei 1.8.56. existd o radacind primitiva modulo p.
Daca g € Z este o astfel de radiicing, atunci in mod evident si g + p este. Daca ¢gP~! =
0(mod p?), atunci (g+p)P~ L =gP L+ (p—1)g?2p= 1+ (p—1)g?~?p(mod p?). Cum p?
nu divide (p — 1)g?~2p putem presupune pentru inceput ci g este o radicini primitiva
modulo p si ci g?~! = 1(mod p?).

Sa aratam ca un astfel de g poate fi radacina primitiva modulo p™ iar pentru aceasta

este suficient si demonstram ca dacd g™ = 1(mod p"), atunci ¢(p™) | m.
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Avem ci g?~! = 1+ ap, unde p t a. Conform Corolarului 1.8.11, p™~1 este de
ordinul lui 1 + ap modulo p™. Deoarece (1 + ap)™ = 1(mod p") atunci p"~* | m. Fie
m = p"tm’. Atunci g™ = 1(mod p). Deoarece g este o radacind primitivd modulo p,
e —1) =) |m. .

Pentru cazul p = 2 vom demonstra:

p—1|m' giastfel p

Teorema 1.8.14. Numarul 2™ are radacini primitive pentru n = 1 sau 2 iar
pentrun > 3 nu are. Dacd n >3, atunci {(—1)5° :a = 0,1 i 0 < b < 2"~2} constituie
un sistem redus de resturi modulo 2™. Rezultd cd pentru n > 3,U(Zan) este produsul
direct a doud grupuri ciclice (unul de ordin 2 iar celdlalt de ordin 2"~2).

Demonstratie. Numarul 1 este radacina primitiva modulo 2 iar 3 este radacina
primitivi modulo 22 = 4, deci putem presupune n > 3.

Intentionam sa demonstram ca:

(1) 52" =1+ 27" (mod 27).

Evident, pentru n = 3, (1) este adevarat.

Sa presupunem ca (1) este adevarata pentru n si sa demonstram pentru n + 1.

La inceput sa notam ca: (1 +2" 12 =1+42" 42272 4 ¢ 2n — 2 > n + 1 pentru
n > 3.

Aplicand Lema 1.8.10 congruentei (1) obtinem

(2) 52" =14 27(mod 2"+1)

si astfel (1) este probata prin inductie.

Din (2) se vede ¢ 52"~ = 1(mod 2") pe cand din (1) avem c& 52"~ = 1(mod 2").
Atunci 5 are ordinul 2”2 modulo 2".

Sa consideram mulgimea {(—1)%5° : @ = 0,151 0 < b < 2"~2} formata din 271
numere si si probam cd acestea nu sunt congruente modulo 2" (deoarece p(2") = 271
deducem ca multimea de mai sus contine un sistem redus de resturi modulo 2" ).

Dac# prin absurd, (—1)%5” = (—1)%' 5" (mod 2"),n > 3, atunci (—1)* = (—1)* (mod 4),
adici @ = o/ (mod 2), deci a = /. Atunci 5° = 5° (mod 2") si astfel 55~ = 1(mod 2"),
de unde b = b’ (mod 2™), deci b =¥'.

In final sd notam ca (—1)?5° ridicat la puterea 2”2 este congruent cu 1 modulo
2™ astfel ca 2" nu are radacini primitive modulo 27, dacan > 3. B

Din Teoremele 1.8.13 si 1.8.14 deducem urmatoarea descriere completa a grupurilor
U(Z,,) pentru n arbitrar:

Teorema 1.8.15. Fien = 2%p*...p¢" descompunerea lui n in factori primi distincti.
Atunci:

U(Z,) =~ U(Z3a) x U(Zprln) X . X U(Zyon)

Grupurile U(iji) sunt grupuri ciclice de ordin p?iil(pi —1),1<i<niarU(Zs)
este grup ciclic de ordin 1 gi 2 pentru a = 1, respectiva = 2. Dacd a > 3, atunci U(Zaa)
este produsul direct a doud grupuri ciclice de ordine 2 si respectiv 272,

Putem acum raspunde la intrebarea: care numere intregi poseda radacini primi-
tive?
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Teorema 1.8.16. Numarul n € N poseda radacini primitive daca $t numai dacd
n este de forma 2, 4, p* sau 2p® cu a € N iar p > 3 un numdr prim.

Demonstratie. Conform Teoremei 1.8.14, putem presupune ca n # 2F cu k > 3.
Daca n nu este de forma din enunt, este usor de vazut ca n se poate atunci scrie ca
produs mims cu (mi,ms) =1 i mq, mg > 2.

Atunci p(my) si p(mse) sunt simultan pare iar U(Zy,) = U(Zm,) X U(Zmp,). Insi
U(Z,,) st UZ,,,) au elemente de ordin 2 iar acest lucru ne arata cd U(Z,) nu este
ciclic(deoarece contine cel mult un element de ordin 2).

Atunci n nu poseda radacini primitive.

Reciproc, am vazut ca 2,4, si p® poseda radécini primitive. Deoarece U(Zgpa) =~
U(Zs3) x U(Zpe) deducem c& U(Zgpa) este ciclic, adica 2p® posedd radécini primitive si

cu aceasta teorema este demonstrata. W

1.9 Reprezentarea numerelor naturale intr-o baza data

Din cele mai vechi timpuri s-a impus gasirea unor procedee de scriere a numerelor naturale
care sa permita o rapida estimare a ordinului lor de marime, precum si elaborarea unor
reguli simple de a efectua principalele operatii cu acestea (adunarea, inmultirea). Acestei
probleme i s-au dat rezolvéari specifice diferitelor etape de dezvoltare a matematicilor
(adaptarea sistemului de numeratie zecimal cu care suntem obisnuiti azi s-a incheiat abia
in secolele XVI-XVII cand acesta a cunoscut o larga raspandire in Europa). In cele ce
urmeaza vom fundamenta ceea ce Inseamnda scrierea numerelor naturale in baza u, unde
u € N,u > 2.

Lema 1.9.1. Fie u un numdr natural > 1. Oricare ar fi numdrul natural a > 0,

exista numerele naturale N, qo, q1, -, Gn_1, 40, @1, ---, Gp, astfel tncat:

a = wugo+ag, 0<ap<u

90 = uqp+ta, 0<a <u
Gn—2 = UQpn—1+ Gn-1, 0 <ap_1<u
Gn-1 = Gn, 0<a, <wu.

Demonstratie. Daca a < u, luam n = 0, g9 = 0, ap = a si lema este adevarata.
Daca a > u, fie qg, ag € N astfel Incat a = ugg + ag, 0 < ag < u.

Cum a > u, avem ¢p > 0. Exista g1,a1 € N astfel incat o = ug; + a1, 0 < a1 < u,
si aga mai departe.

Dacd ¢g; # 0, atunci din 1 < wu rezultd ¢; < ug; < ug; + a; = ¢;—1, de unde
a>qo>qr> .. > Q-1 > q > ... > 0.

Este clar ca exista n astfel Incét ¢,,—1 # 0 i g, = 0. Rezulta cd 0 < g1 = a, < u

si lema este demonstrata. l
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Lema 1.9.2. Fie u, ag,aq,...,a, € N astfel incit v > 1,0 < a; < u pentru
0<i<ng0<a, <u. Atunci:

n
E a;ut < u"th
i=0

Demonstratie. Cum a; < u — 1 pentru i = 0,1, ..., n, atunci:
n n

Z a;u’ §Z (u—1u' =u" -1 <™
i=0 i=0

de unde rezulta lema. W

Teorema 1.9.3. Fie u un numdr natural > 1. Oricare ar fi numarul a > 0,
exista numerele naturale n, ap,Gn_1,...,a0 unic determinate astfel incat: a = a,u™ +
A1t P+ au+ag, unde 0 < ag < u i 0 < a; < u pentru orice 0 <4 <n— 1.

Demonstrafie. Conform Lemei 1.9.1, existd n,qo,...,qn—1 Si ag,a1,...,a, astfel

incat:
a = ugo+ag, 0<ayg<u
g = uqita, 0<ar<u
Gn—2 = U@n-1tap—1, 0< a1 <u
Gn-1 = apn, 0<a, <.

Inmultim aceste egalitiiti respectiv cu 1, u,u?, ..., u™. Adunand apoi termen cu ter-
men egalitatile ce se obtin, rezultd: a = a,u” + an_1u” ' + ... + a1 u + ag.

Ramane sa dovedim unicitatea numerelor n, ag, a1, ..., a,. Fie de asemenea numerele
naturale n’, ), a!, ..., al, astfel incat a = a/, u™ +a’, u™ ' +..+djutaycu0 <a, <u
510 <a} <wupentru0 <i<n'

Daca n < n’, atunci n + 1 < n’ si din Lema 1.9.2 rezulta:

’
n

n
) / , . .
a=Y au’ <u"t <y <3 alu’ = a, deci a < a-contradictie.
i=0 i=0
Analog se aratd ca nu este posibil ca n’ < n, de unde n = n'.

S& demonstram acum cd a; = a},0 < i < n. Dacd n = 0, atunci ap = a = ay.

Presupunem ca n > 0 si ca afirmatia este adevarata pentru n — 1. Din egalitatile:
a = u(apu™ ' + an u" 2 4 .+ a)) +ag = ulal,u T al, w2 4L+ d)) + af,
unde 0 < ap < u si 0 < afy < u rezultd, folosind unicitatea catului impartirii lui a prin w,
cd ag = ay §i apu Tt +an u" "+ .+ ap = a;,u"/_l + CL’TL,711A”'/_2 + ... + a}. Folosind
ipoteza de inductie, din ultima egalitate deducem ca a; = a},i = 1,2, ..., n.

Teorema este astfel complet demonstrata. W

Suntem acum in masura sa definim ceea ce este cunoscut sub numele de sistem de

numeratie in baza u, unde u este un numar natural > 1.
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La fiecare numar natural a > 0 facem sa corespunda secventa finita de numere
naturale a,a,_1...a1ag, unde a; < u,0 <i <n,a, #0sia :i a;u’.

i=0

Asadar, ana,_1...a1a0 = apu’ + 1™+ ... 4+ aju + ag.

Din Teorema 1.9.3 rezulta ca se stabilegte astfel o corespondenta biunivoca intre
numerele naturale > 0 gi secventele finite a,a,_1...a1a¢9 de numere naturale a; < u, cu
a, # 0. Cand se impune si atragem atentia asupra bazei sistemului de numeratie, se
obignuieste sa se scrie a,Gn_1..-0100(y) SAU Uplp_1.--G100(y)-

Daci baza sistemului de numeratie este zece (notatd 10) el este numit sistermul
zectmal. Cifrele sistemului de numeratie se numesc cifre zecimale. Ele sunt numerele mai
mici ca zece gi se noteaza in ordine cu 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9.

Secventa de cifre zecimale 75038 sau mai precis 7503810y reprezintd, agsadar, numarul
natural: 7-10*+5-10% +0-10% + 310 + 8.

Dacd u = 2, atunci avem sistemul de numeratie binar, cifrele binare fiind 0 si 1.
Astfel: 110103y = 1+ 24 +1-2540-224+1-24+0= 26(10)-

Printre sistemele de numeratie mai des folosite se numara si cel de baza u =
16(10y = 10000(2y numit sistemul de numeratie hexazecimal, cifrele hexazecimale fiind
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D, E.

Astfel, avem 27(10) = 1A(16) = 11011(2).

Tata o lista de probleme care se pun in mod natural in legatura cu reprezentarea
numerelor intr-o baza:

(I) Stabilirea raportului de méarime intre doud numere reprezentate in aceeasi baza.

(IT) Stabilirea unor reguli (algoritmi) de efectuare a sumei, produsului etc. a doua
numere reprezentate in aceeasi baza.

(ITI) Elaborarea unor algoritmi pentru reprezentarea unui numar intr-o baza data.

In continuare se va arata cum pot fi solutionate aceste probleme pentru numere
naturale. S& incepem cu problema (I).

In teorema urmatoare se da un criteriu foarte comod de a stabili raportul de marime
intre doua numere naturale reprezentate in aceeasi baza.

Teorema 1.9.4. Fie a s1 b doud numere naturale, @ = mQm—1..-0100(y) §1 0 =
bpbp—1..-b1bo(yy. Atuncia < b dacd si numai daca m < n i a, < by, unde p este cel mai
mare i astfel incat a; # b;.

Demonstratie. Dacid m < n, din Lema 1.9.2. rezulti a < u™*" < 4" < b, deci
a < b. Daca m = n si ap < by, unde p = maz{ila; # b;}, atunci b —a = (bp, — a,)u? +
(bp—1uP~ !+ ..+ bo) — (ap_1uP~t + ...+ ag) > (by — ap)uP + (by_quP~ ! + ...+ by) —uP >
uP + (by—1uP™t + ...+ bg) —uP >0, de unde b — a > 0, deci a < b.

Reciproc, presupunem ca a < b. Atunci m < n, deoarece m > n implicd b < a.
Daca m < n, nu mai avem nimic de demonstrat. Daca m = n, fie p = maz{i|la; # b;}.
Avem a, < by, intrucat a, > b, implica, conform primei parti a demonstratiei, b < a.

Teorema este astfel demonstrata. W
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Astfel pentru numerele 125302 si 95034 date in baza zece avem 125302 > 95034. La
fel, pentru numerele 101101 si 100110 date in baza doi avem 101101 > 100110.

Referitor la problema (II) se va arata cum se face adunarea si inmultirea numerelor
naturale reprezentate intr-o baza u. In particular, daca u = 10, se regasesc cunoscutele
procedee de adunare si inmultire a numerelor naturale.

Fie a si b doua numere naturale, @ = @, am—1---100(u), b = bpbp—1...b1by(y). Trebuie
sa gisim cifrele cg, ¢y, ... ale numérului a+b in baza u. Putem scrie a = ag+aju-+asu’+...
sib=byg+bu+bu?+... Cumag < u si bg < u, rezultd ¢ ag + by < 2u, deci
ag+ by = uer +¢p,0 < ¢ < u,e1 =0 sau ;7 = 1; mai precis, avem €1 = 0 gi ¢og = ag + bg
daca ag + by < wiar e = 18i ¢g = ap + by —uw dacad u < ag + by < 2u. Rezulta
a+b = co+(ar1+b1+e1)ut(az+bg)u?+.... Evident, a;+b1+e1 < 2u, de unde a;+by+e1 =
ues+c¢1,0 < ¢ < wu,unde ey =0sauey = 1. Avem a+b = co+cru+ (az+be +52)u2+...,
s.a.m.d.

Se deduce ca cifrele cg, ¢, ca, ... ale sumei a + b sunt ¢; = (a; + b; + €;)(mod u),
1=20,1,2,..., unde gy = 0, si pentru 7 > O:

=08 a;_1+b_1+¢e1 <usiatunci ¢;_1 =a;—1 +b;—1 + €1,

gi=1l® a1 +bi—1+¢&-1>usiatunci ¢;1 = aj—1 +bi—1+¢€i—1 —u.

Cand m = n, numarul a + b are: 1) m cifre daci a,, + b, + &, < u,

2) m+1 cifre daca a,, + b, + &, > u, cifra de rang m + 1 fiind in acest caz ¢, 41 = 1.

Dacd m # n, de exemplu m > n, atunci cele de mai sus raman adevarate luand
bpt1 = ... = by =0.

Se observa ca pentru a efectua a+b in baza u mai trebuie sa cunoastem, sau sa avem
posibilitatea sa consultam, tabla adunarii numerelor naturale < u. De exemplu, daca
u = 5, tabla adunarii numerelor naturale < 5, cu rezultatele exprimate in baza 5, este
cea din tabelul 1. In acest tabel la intersectia liniei numarului ¢ cu coloana numarului j

este pus ¢ + j reprezentat in baza 5.

+(0 1 2 3 4
ojo 1 2 3 4
171 2 3 4 10
212 3 4 10 11
313 4 10 11 12
414 10 11 12 13

Cititorul poate singur acum sa redacteze un algoritm al adunarii numerelor naturale
in baza u, luand ca motivatie teoretica a acestuia consideratiile de mai sus. Observam ca
in acest algoritm apare variabila € care are valoarea initiala €y = 0 iar valorile €;,7 > 1,
sunt egale cu 1 cand a;_1 + b;_1 +¢;_1 > u, respectiv 0 cand a;_1 +b;_1 + ;-1 < u. Se
spune ca varibila € realizeaza transportul unitatii de la cifrele de rang i la cele de rang
i+1,i=0,1,...

In calculul cu ”creionul gi hartia” al sumei a doua numere naturale, operatiile din
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algoritmul adunarii in baza u se sistematizeaza astfel:

A Gpy—1---4100 +
bimbm—1...b1bg
Cm+1CmCm—1---C1CQ
EmEm—1---€1€0
ultima linie, care descrie transportul unitatii, de regula se omite.

Astfel, dacd u = 2,a = 10111012y, b = 1011013, atunci a + b se face dupa cum

urmeaza:
1011101 +
101101
10001010
1111101

deci a + b = 100010105. S-a folosit si tabla adunarii numerelor naturale < 2, care este:

+]10 1
00 1
111 10

rezultatele fiind reprezentate In baza 2.

In continuare se va arata ca inmultirea a doud numere naturale in baza u se reduce
la urmatoarele tipuri de operatii:

1) inmultirea unui numér natural a cu o putere u’ a bazei u;

2) inmultirea unui numéar natural a cu o cifra a sistemului de numeratie (deci cu un
numdr natural 7,0 < j < u);

3) adunarea in baza u.

Fie a = amam—1...0100(4) = AmU™ + @p_1u™ " + ..+ aju + ap. Atunci aw! =
At + ap, w1 4 agut T 4 goud = amam,l...alao@.’._g(u) si acum este clar

J

cum se face in baza u o inmultire de tipul 1).

Dacé i si j sunt dousi numere naturale < u, atunci ij < u?, de unde, folosind

teorema Impartirii cu rest pentru numerele naturale, avem:
ij =uq(i,j) + (i), 0 < 7r(i,j) <u,0<q(, ) <u (x)

catul ¢(1, §) si restul (4, j) Impartirii numarului 45 prin w depinzand de 7 si j.
m

Fie acum a un numar natural dat in baza u, a = amam—1...a100(w) => au"gijo

1=0
cifrd a sistemului de numeratie de baza u, deci 0 < j < u. Avem:
m m
aj =3 aju' =3 (uglai, j) + r(ai N =3 rlas i+ S qlas j)utt,
i=0 i=0 i>0 i>0
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deci efectuarea produsului aj in baza u revine la a face suma in baza u a numerelor a’ si
a' reprezentate in baza u:
a' =r(ag,j) +r(ar,j)u+r(a, j)u® + ... si
a" = q(ao, j) + q(a1, j)u® + ..
Asadar, s-a lamurit cum se face in baza u §i o iInmultire de tlpul 2).

In sfarsit, daca b = by,bp—1...b1bg(u) = Z bju’, atunci ab —Z abju?, deci produsul
j= j=0
ab se poate efectua ficand suma in baza u a numerelor abju’,j = 0,1,2,...,n. Dar

abju’ = (abj)u’. Asadar ab; este o operatie de tipul 2) si in sfarsit (ab;)u’ e o operatie
de tipul 1).

Cititorul se poate convinge usor cia regula de inmultire a numerelor naturale in
baza zece se motiveaza din punct de vedere teoretic prin consideratiile de mai sus, luand
u = 10. Un instrument important al inmultirii numerelor in baza zece este tabla inmultirii
numerelor < 10. Pe de alta parte, se observa ca in regula de inmultire a numerelor in
baza u trebuie sd cunoagtem numerele ¢(i, j) si r(i,5),0 < i,j < u, din relatia (). Din
relatia (ast) rezultd ca q(i,7) si r(i,j) sunt cifrele num&rului ij,0 < ¢, j < u, reprezentat
in baza u (dacd ij < u, avem ¢(i,7) = 0). Asadar, procedeul de inmultire expus uzeaza
de tabla inmultirii numerelor naturale < u, cu rezultatele reprezentate in baza wu.

In tabelele 2 si 3 sunt date tablele inmultirii in baza u = 5, respectiv u = 2.

0o 1 2 3 4

0/o0 0 0o 0 O

110 1 2 3 4

210 2 4 11 13

310 3 11 14 22

410 4 13 22 31

Tabelul 2: Tabla iInmultirii in baza 5

0 1

010 O

110 11

Tabelul 3: Tabla inmultirii in baza 2

Pentru calculul cu "creionul i hartia” calculele pot fi sistematizate ca in figura
urmatoare:

S& ne ocupam acum de problema (III).

Trebuie observat ca numarul natural a ce urmeaza si fie reprezentat intr-o baza u
este dat, de regula, intr-o baza v si de fapt se face trecerea lui a din baza v in baza u.
Se pot distinge 3 variante:

1) Trecerea lui a din baza v iIn baza u cu efectuarea calculelor in baza v;

2) Trecerea lui a din baza v in baza u cu efectuarea calculelor in baza u;

3) Trecerea lui a din baza v in baza u cu efectuarea calculelor intr-o baza interme-

diara w.
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Pentru a trece pe a din baza v in baza u cu metoda 1) se reprezintd mai intai v in
baza v gi apoi se aplica algoritmul sistemelor de numeratie pentru a si u cu efectuarea
calculelor in baza v. Cum in calculatoare numerele sunt, de regula, reprezentate in baza
v = 2, metoda 1) se aplicd atunci cand se livreaza rezultatele numerice (de reguld in
baza u = 10), executia algoritmului sistemelor de numeratie putand fi astfel incredintata
calculatorului (calculele se fac in baza v = 2). Aceeasi metoda se aplica si cind se trece
cu "hartia gi creionul” un numéar din baza v = 10, intr-o alta baza wu, preferandu-se

calculele in baza v = 10 din motive lesne de inteles.

Pentru exemplificare, sa trecem numarul a = 234 dat in baza v = 10 in baza u = 7.

Algoritmul sistemelor de numeratie este in acest caz:
de unde a = 453 7).

Pentru a trece pe a = an@p—1.--a1a9(,) din baza v in baza u cu metoda 2) se
reprezintd mai intai ag,aq, ..., a, si v In baza u cu ajutorul algoritmului sistemelor de
numeratie. Se introduce ag, a1, ..., a, si v astfel reprezentati in expresia a,v" +a,_1v" 1+
.. + a1v 4+ ag si se face calculul acesteia folosind algoritmului adunarii si algoritmul
inmultirii in baza u. Se obtine, in final, reprezentarea lui a in calculator. Numerele sunt
date de regula in baza u = 2; efectuarea calculelor in baza u = 2 poate fi incredintata

calculatorului.

Metoda 3) este evident o combinatie a primelor doua. Astfel, dacd dorim s& trecem
un numar a dintr-o baza v # 2, intr-o baza u # 2, folosind un calculator care lucreaza
cu numere reprezentate in baza 2, atunci trecem pe a in baza 2 cu metoda 2) si apoi
il trecem in baza u cu metoda 1). Procedand astfel, toate calculele pot fi incredintate
calculatorului. Cand v # 10 ¢i u # 10, iar trecerea de la baza b la baza u vrem s& o facem
cu ”creionul gi hartia”, preferam baza intermediara w = 10 pentru a putea executa toate

calculele in baza 10, cu care suntem obignuiti.
Observatii.

1. Trecerea unui numar natural a din baza v in baza u se simplifica considerabil
cand v = u”, r numar natural > 1. Metoda se justifica prin faptul ca un numar natural

b < u” poate fi scris in mod unic sub forma
b=cru" ' 4. Feutcg,0< ¢ <u,0<i<r (xx)

De aici, rezulta cd pentru a reprezenta numarul a = a,ap—1..-a100(v) = A" Fa, 10" 4
... Fa1v + ap In baza u, unde v = u” cu r > 1, fiecare cifrd a; se scrie ca in (xx), anume
a; = Cip—1u" "1 4 ...+ ci1u+ cio si se inlocuieste fiecare a; cu secventa, ¢;r_1...¢i1¢50, deci
ob‘ginem Secven‘ga Cnr—1---Cn1€noCn—1,r—1---Cn—1,1€n—1,0---€01€00-
Inlaturand cifrele egale cu 0 de la inceputul secventei de mai sus se obtine repreprezentarea

lui a In baza u.

Astfel, pentru a reprezenta numarul a = 3755y in baza u = 2 (deci v = u), scriem
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mai Intai:

5=1-2240-241-1=cgy-2%4 cor -2+ coo,

ag =
a; = 7:1~22+1~2+1-12012-22+011'2+Clo,
asz = 320'22+1~2+1~12022-22+021-2+020,

agadar secventa de mai sus este in acest caz: 011 111 101.

2. Cand v" = u,r > 1, trecerea unui numéar din baza v in baza u se face printr-o
metoda care urmeaza calea inversa a metodei de la observatia 1. In acest caz, pentru a
trece in baza u numarul @ = ana,—1...a1a9(,) se separad de la dreapta la stanga grupe de
cate r cifre (ultima grupa avand cel mult r cifre) si fiecare grupa va reprezenta o cifra
in baza u, cu care vom Inlocui grupa respectiva. Se obtine astfel reprezentarea lui a in
baza u.

Astfel, dacid u = 8 si v = 2, deci v® = w, numérul a = 11111101y are in baza 8

reprezentarea a = 375(g) pentru ca cifrele lui a in baza 2 pot fi grupate astfel:
11 111 101
SN~

si grupele obtinute reprezinta in baza 2 respectiv cifrele 3, 7 gi 5 ale bazei 8.

3. Inconvenientul sistemului binar de numeratie consta in faptul ca reprezentarea
numerelor mari necesita secvente de cifre binare exagerat de lungi. Aceasta complicid mult
lectura numerelor precum si aprecierea ordinului lor de marime. O metoda de a atenua
aceste inconveniente este de a folosi sisteme de numeratie cu baze mixte. Un exemplu
este sistemul de numeratie zecimal codat in binar, rezervandu-se cate patru pozitii binare
fiecarei cifre zecimale. Astfel, numarul a = 79310y se reprezinta in sistemul zecimal codat

in binar dupa cum urmeaza:

0111 1001 0011
N~ N
7 9 3

In practica se foloseste curent sistemul de numeratie cu bazd mixta. Astfel expresia:
8 ani, 3 luni, 2 saptamani, 15 ore si 35 minute este un model de reprezentare a timpului
intr-un sistem de numeratie cu sase baze.

Observatie. Acest paragraf a fost redactat in cea mai mare parte dupd lucrarea [20].
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Capitolul 2

Multimea numerelor prime

2.1 Teoreme referitoare la infinitatea numerelor prime

Reamintim ca un numar n € N,n > 2 se zice prim daca singurii sai divizori naturali
sunt 1 i n. Numarul natural 2 este singurul numar prim par iar pentru n > 3 daca
n este prim atunci cu necesitate n este impar (conditie insuficientd dupd cum se poate
dovedi facil in cazul lui 9 care este impar dar nu este prim). S-a pus de foarte mult timp
intrebarea cate numere prime exista? In cadrul acestui paragraf vom prezenta anumite
rezultate ce raspund intr-un fel la aceasta intrebare.

Vom nota prin P multimea numerelor prime.

Teorema 2.1.1. (Fuclid) Multimea P este infinita. Demonstratie. S presupunem
prin absurd ca multimea P este finitd, P = {p1,p2,...,pn} (unde in mod evident p; =
2,p2 = 3,p3 = 5, etc.). Vom considera p = p1pa...pn, + 1 si sd observam cd p > 1 iar
p; 1 p pentru 1 <4 < n. Tindnd cont de teorema fundamentald a aritmeticii va existd un
numar prim g > 1 care sa divida pe p. Cum toate numerele prime sunt presupuse a fi
doar py, .., p, deducem ca ¢ = p; pentru un @ € {1,...,n}, ceea ce este absurd caci p; 1 p
pentru orice 1 < ¢ < n. Deci P este multime infinita. W

Observatie. In continuare pentru fiecare numar natural n < 1 vom nota prin p,, al
n-ulea numar prim, astfel cd P = {p1,p2, .., Pn, ...} (evident p; = 2,ps = 3, p3 = 5, etc).

O alta intrebare fireasca legata de multimea numerelor prime a fost daca anumite
submultimi infinite ale lui N contin sau nu o infinitate de numere prime. In acest sens
merita amintit un rezultat celebru al lui Dirichlet :

Teorema 2.1.2. (Dirichlet) Dacd a,b € N* iar (a,b) = 1, atunci multimea {an+b :
n € N} contine o infinitate de numere prime.

In cadrul acestei lucrari nu vom prezenta o demonstratie completa a Teoremei 2.1.2
Totusi, pentru anumite valori particulare ale lui a si b vom prezenta in cadrul acestei
lucrari demonstratii complete.

Tata la inceput doua exemple:
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Teorema 2.1.3. Ezistd o infinitate de numere prime de forma 4n —1 cun € N*.

Demonstratie. S& presupunem prin reducere la absurd ci multimea {4n —1:n €
N*} contine numai un numaér finit de numere prime, fie acestea qi, .., g si sd considerdm
numarul ¢ = 4q1¢2..q; — 1. Numarul ¢ trebuie sa aiba un factor prim de forma 4k — 1
(céci daca toti factorii primi ai lui ¢ ar fi de forma 4k + 1 atunci si ¢ ar trebui sa fie de
forma 4k+1). Deci ar trebui ca ¢; sd divida pe g, ceea ce este absurd), de unde concluzia
din enunt. W

Teorema 2.1.4. Existd o infinitate de numere prime de forma 6n —1 cun € N,

Demonstratie. Sa presupunem prin absurd ca exista doar un numar finit de numere
prime de forma 6n — 1 si anume q1, g2, ..., g $i sa consideram numarul ¢ = 6¢;1gs...qx — 1.
Cum un numar prim este de forma 6t — 1 sau 6t + 1, deducem ca ¢ trebuie sa contina un
factor prim de forma 6¢ — 1(céici in caz contrar ar trebui ca ¢ s8 fie de forma 6k +1). Deci
ar trebui ca un ¢; sa divida pe g, ceea ce este absurd, de unde concluzia din enunt.l

Teorema 2.1.5. (A. Rotkiewicz). Fie p un numdr prim fixat. Ezistd o infinitate
de numere prime de forma pn+ 1, cun € N.

Demonstratie. Sa presupunem ca exista un numar finit py, ps, ..., pr de numere prime
de forma din enumt gi sd considerim a = p - pyps...p; (in caz ci exista numere prime de
forma pn + 1) sau a = p in caz contrar.

Consideram de asemenea numarul N = a?~! + a2+ ... +a+1 > 1 i fie ¢ un
divizor al lui N. Atunci g | N(a — 1) = a? — 1, deci a? = 1(mod ¢). Atunci v,(a) =1
sau v4(a) = p. Dacd y4(a) = 1, atunci a = 1(mod q) si 0= N =a’" ' +..+a+1=
p(mod q),q | p,g=p,p| N. Cum p |asip| N, atuncip | N —aP~! —aP 2 — .. —a=1,
contradictie.

Deciy,(a) =psip| e(q) =q¢—1, adicd ¢—1 =ps cus € N, deci ¢ = ps+ 1. Cum
am presupus ca pi, ..., p; sunt toate numerele prime de forma pn + 1, deducem ca ¢ = p;
cul<i<t Atunciq|asiq]| N sidin nou obtinem contradictia ca g | 1.

Deci pentru un numér prim p fixat exista o infinitate de numere prime de forma
pn+1. A

2.2 Ciurul lui Eratostene

Fiind dat un numaéar natural n > 2, pentru a stabili daca el este prim sau nu, este suficient
sa verificam daci el este divizibil doar prin acele numere prime p < y/n . Intr-adevar, si
presupunem ci n este compus si cd toate numerele prime ce-1 divid verifica inegalitatile

V/n < p < n. Dacd un anumit numér prim pg divide pe n, atunci putem scrie p = pong
n . n
Po = Do
un factor prim (care va fi mai mic decat v/n)- absurd!

pentru un ng > 2. Atunci ng = = y/n si ng | n. Numarul ng va avea cel putin

Obtinem astfel un criteriu simplu de a determina daci un numar natural este prim
sau nu:

Dacd un numdr natural n nu este divizibil prin nici un numdr prim p < \/n, atunci
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numdrul n este prim. Acest criteriu sta la baza ,,ciurului” prin care Eratostene a stabilit
care numere dintr-o multime finita de numere naturale sunt prime. Mai precis, el a scris
de exemplu toate numerele de la 2 la n in ordine crescatoare. A taiat toti multiplii proprii
ai lui 2, apoi toti multiplii proprii ai lui 3, pe urma pe cei ai lui 5. Se observa ca cel mai
mic numar natural superior lui 5 care nu a fost taiat este 7 si se taie atunci si toti multiplii
lui 7. Se continua in felul acesta procedeul de tdiere pana se ajunge la etapa cand cel mai
mic numar natural din girul 2,3, ...,n care nu a fost tdiat este > y/n . Atunci procedeul
se opreste deoarece conform criteriului enuntat mai inainte toate numerele netaiate din
sirul 2,3, ...,n sunt numere prime p < n.

De exemplu, numarul 223 nu se divide cu 2,3,5,7,11 si 13. Este inutil sa verificaim
daca se mai divide cu 17 caci 172 = 289 > 223, rezultand astfel ci 223 este prim.

Procedeul descris mai sus poartda numele de ciurul lui Fratostene. Pe aceasta cale
se poate obtine urmatorul gir de numere prime mai mici decat 100 : 2,3,5,7,11,13,17,
19,23,29,31,37,41,43,47,51,53,59,61,67,71,73,79, 83,89, 97.

In anul 1909 au fost editate tabele cu numerele prime < 10.000.000, in care se dau
cei mai mici divizori primi pentru fiecare numar natural < 10.170.600 care nu se divid la
2,3,5 sau 7.

In anul 1951 au fost publicate tabele de numere prime pana la 11.000.000. Ja-
cob Philipp Kulik (1793-1863) a intocmit tabele de numere prime pana la 100.000.000
(manuscrisul se pastreaza la Academia Austriaca de Stiinte din Viena). In finalul lucrarii,
in cadrul Anexei 1 prezentam numerele prime de la 1 la 10.000. C. L. Baker i J. F. Gru-
enberger au intocmit in anul 1959 un microfilm care contine toate numerele prime mai
mici decat pgoooooo = 104.395.301.

2.3 Teorema Bertrand-Cebigev

In cadrul acestui paragraf vom demonstra urmaétorul rezultat:

Teorema 2.3.1. Dacan € N,n > 4, atunci intre n gi 2(n— 1) se afld cel putin un
numar natural prim.

Acest rezultat a fost formulat inca din anul 1845 de catre J. Bertrand insa cel care
a prezentat primul o solutie a acestuia a fost P. L. Cebigev in anul 1850. In cele ce
urmeazd vom prezenta o solutie a lui P. Erdos (adaptatd de L. Kalmar). Aceasta solutie
se bazeaza pe demonstrarea catorva leme:

Lema 2.3.2. Dacan € N,n > 1, atunci

4"
NG

cy, >

(1)

Demonstratie. Facem inductie dupa n. Pentru n = 2, (1) este adevarati deoarece

2
042:6>24—\/5:%@6\@>8@3\/§>4@18>16ceeaceesteevident.
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Cum C’;’,ﬁQ =2 2;?_?511 - C% . pentru a proba (1) pentru n+1, este suficient sa
9.2n+1 4" 4l 2n+1 1 o 2

ntl 2/n C 2a/ngl - o ntl Un T Vnil

dn(n+1) < 4n? +4n +1 > 4n? +4n < 1 > 0 ceea ce este evident. W

S 2n+1 >

demonstram ca

Lema 2.3.3. Daca definim Py = 1 iar pentru n > 2,P, = [Ip , atunci
p prim,
p<n
P, < 4™, pentru orice n € N*.
Demonstratie. Facem din nou inductie dupa n. Pentru n = 1,2 totul este clar.
Presupunem lema adevarata pentru toate numerele < n si sa o demonstram pentru n.
Daca n este par, atunci P, = P, _1 si totul este clar. Daca n este impar, n = 2k +1
(k € N™), atunci orice numar prim p astfel incat k + 2 < p < 2k 4 1 este un divizor al
lui C§k+1 = 2+ 1)21k(§k_ ll)C(k + 2)- Din (1 +1)%+ > C§k+1 + 051;:11 = 20§k+1
deducem ca C, < 4% (2)
Produsul tuturor numerelor prime p astfel incat k42 < p < 2k + 1 divizand Cé“k 11
este inferior lui 4% (tinand cont de (2)). Scriind c& P, = Papy1 = Py1 - IIp
p prim,
k+2<p<n
si tinand cont de ipoteza de inductie, Py < 4**! si de (2) deducem ca P, < 4k+1.4F =
42F+1 — 47 & astfel Lema 2.3.3 este demonstrata. W

Lema 2.3.4. Daca p este un numar prim ce divide C3,, astfel incat p > /2n,

atunci p apare cu exponentul 1 in descompunerea lui C3, in factori primi.

(271)' va o= 2717/7 n
Bl o= & (3 -2,

Daca p > v2n (avem p = v/2n < n = 2 in care caz lema este adeviratd caci

Demonstratie. Exponentul lui p in C3, =

C? = 2-3), atunci pentru n > 3 avem p > 1/2n, de unde deducem imediat ci a =
[27”] - 2[%] <2, de unde a = 1 si astfel lema este demonstrati. W
Pentru un numar real pozitiv x, prin 7(z) desemndm numarul numerelor prime ¢
astfel Incat q < z.
Lema 2.3.5. Dacd p este un numdr prim, v € N* astfel incat p"|C%,, atunci
P’ < 2n si C3, < (2n)7C),

Demonstratie. Din p"|C%. | deducem c& exponentul lui p in descompunerea lui C%,

in factori primi (care este a = 3 ([]29—7,}] - 2[]%])) verificd inegalitatea o > 7.
E>1
r—1
Daca am avea p” > 2n, pentru k > r am avea [Q—H] —2[] =0si atunci a =3
p p k=1

([2—2] —2[2%]). Cum pentru orice z € R avem [22] —2[z] < 1 ar trebui sd avem o < r—1

ceea ce contrazice faptul cd o > r. Deci p” < 2n. Tinand cont si de lucrul acesta,
pentru a demonstra partea a doua a lemei tinem cont de faptul ca in descompunerea in

factori primi a lui C%,, nu pot sa apara decat numere prime ¢ < 2n, de unde deducem ca
cn, < (2n)70. W
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Lema 2.3.6. Daca n € N,n > 2, atunci nici un numdr prim p astfel itncat
%n < p <n nu poate sa divida C%,

Demonstratie. Daca %n < p < n, atunci 2” <3sip > 1, deci [2]?] <2si [%] >

1,
2”] 2[3]<2-2-1=0. Cum pentru orice z € R, [22] —2[z] > 0,

de unde deducem c3 |

deducem c& [Zn] 2[5l =0.

7

%nQ si atunci ]2?—” < 2% < 1 pentru n > 4, deci [Q—n] —

Pentru k > 1, avem p* > »

2[L] = 0 pentru k > 1 si n > 4. Rezulta astfel ca pentrun >4, pt C3,.
p
Pentru n = 3 sau n = 4, cu necesitate p = 3 si din nou lema este adevarata caci

Cg = 20 iar C¢ = 70 ce nu se divid prin 3. W
Lema 2.3.7. Un numdr prim p astfel incit n < p < 2n apare in descompunerea
lui C8. in factori primi cu exponentul 1 (n > 2).

2]? %<1 deci [22] = 1 s
[%] = 0. Pentru k£ > 2, avem 229—7,3 < ?)—Q < ﬁ, deci pentru n > 1 avem ?)n <1lsi []29—”] =0
L
casi || =0.
&3

Demonstratie. Daca n < p < 2n, atunc1 1< < 2

Deci exponentul o al lui p in C3,, este 1. B

Lema 2.3.8. Dacan € N,n > 14, atunci 7(n) < % — 1.

Demonstratie. Se verificd imediat ca 7(14) = 6 = 174 —1, adica lema este adevarata

pentru n = 14.
[TL

In sirul 1,2, ...,n numerele 4,6, ..., 2- [§] (in numar de [§] — 1) sunt compuse. Pe de

alta parte, pentru n > 15, sirul 1,2, ...,n contine gi numerele impare compuse 1,9 §i 15,
de unde deducem ca 7(n) < n — ([%] —143)=n— [%] -2< % —1 (caci [%] 7 -1)
gi astfel lema este probatd (observand ca pentru n > 15 avem chiar m(n) < 7 —-1). 1

Lema 2.3.9. Fie R,, = IIp (sau Ry, =1 dacd nu ezistd astfel de numere
p prim,
n<p<2n
3 471

prime). Atunci, pentru n > 98 avem R, > ——Y=———
ovn - (2n)VE

Demonstratie. Dupa felul in care am definit pe R,, deducem ca R,|C%. , deci putem
scrie C8. = Ry, -Qp, cu Q,, € N*. Conform Lemei 2.3.7, dac& p este un numér prim astfel
incit n < p < 2n, atunci p 1 @, si prin urmare daca p este prim si p|@,, cu necesitate
p < n. Conform Lemei 2.3.6 avem chiar mai mult, p < %n, astfel ca produsul divizorilor

primi ai lui @, va fi cel mult egal cu P 2n) iar conform Lemei 2.3.3 acest produs va fi

20y 20
31 <43 .

Conform Lemei 2.3.4, cum @, |C%, se vede c& exponentul unui numér prim p din

<4

descompunerea lui @, nu va fi > 1 decat daci p < v/2n .

Numarul acestor numere prime va fi conform Lemei 2.3.8 (inlocuind in aceasta pe
n prin [v/2n], lucru posibil deoarece n > 98 = v/2n > 14, de unde si [v/2n] > 14) inferior
Van

lui
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Conform Lemei 2.3.5, produsul puterilor acestor numere prime (care divid Q,,

V2n
deci si pe CF) va fi cel mult egal cu (2n) 2 , de unde deducem in final c& @, <

V2n

2n
43 .2n)" 2 . ()

Astfel, cum R, = % deducem, tindnd cont de Lema 2.3.2 si inegalitatea (4) ca

1 /4™

fin > 2%/5 . 2n V2n -
43 (2m) 2 2yn-(2n)V2

Lema 2.3.10. Daci k € N,k > 8, atunci 2% > 18(k + 1).

Demonstratie. Cum 28 = 256 > 18-9 iar daca 2% > 18(k+1), atunci 2+ = 2.2% >
2-18(k +1) = 36k + 36 > 18k + 36 = 18(k + 2), deducem conform principiului indutiei
matematice ci lema este adevarata pentru orice £ > 8. H

Lema 2.3.11. Dacd z € R, x > 8, atunci 2 > 18x.

Demonstratie. Pentru x € R,z > 8 avem [z] > 8 gi conform Lemei 2.3.10. avem
27 > 2l > 18([x] + 1) > 182. W

Lema 2.3.12. Dacd k € N,k > 6, atunci 2 > 6(k + 1).

Demonstratie. Se face indutie matematicad dupa k (sau, daca tinem cont de Lema

\/ﬁ adica exact inegalitatea (3). W

2.3.10 mai avem de demonstrat inegalitatile pentru k = 6 si £ = 7 care sunt adevarate
deoarece 26 > 64 >6-7si 27 > 128 >6-8). W

Lema 2.3.13. Daca x € R,x > 6, atunci 2 > 6x.

Demonstratie. Ca in cazul Lemei 2.3.11. l

Lema 2.3.14. Dacan € N,n > 648, atunci R,, > 2n.

Demonstratie. Tinand cont de Lema 2.3.9 este suficient s& demonstram ca pentru
v forr
n > 648 avem v/4" > 4ny/n - (2n) 2 . Cum pentru n > 648, % > 6, conform Lemei

V2n
2.3.13 avem 2 6 > +/2n, de unde ridicAnd ambii membrii la puterea v/2n deducem c#
vn
Vv2r > (2n) 2.

De asemenea, din n > 648, deducem ca 2@” > 8 si atunci conform Lemei 2.3.11

avem 2%1 > 4n, de unde 2% > dny/4n > 4ny/n.
n n n Vn

Deci, pentru n > 648,23 > (2n) 2 i 23 > 4ny/n de unde /4" > 4n\/n-(2n) 2~
si cu aceasta lema este demonstrata. W

Lema 2.3.15. Daca n > 6, atunci intre n si 2n se afla cel putin doud numere
prime distincte.

Demonstratie. Daca n > 648, atunci conform definirii lui R,,, daca in intervalul
(n,2n) nu ar exista nici un numar prim, sau numai unul, atunci R,, < 2n, ceea ce ar fi
in contradictie cu Lema 2.3.14.

Dacd n = 6, lema este adevarata caci intre 6 si 12 se afla numerele prime 7 gi 11.

Mai avem de demonstrat Lema 2.3.15 pentru 7 < n < 647. Acest lucru poate fi

facut fie direct (utilizind un tabel de numere prime < 1000), fie construind un sir de
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numere prime qg, qi, ---, ¢m astfel Incat qo = 7, qx < 2q;x,—2,2 < k < m i ¢—1 > a = 647.

O data construit un astfel de gir (cum ar fi de exemplu girul 7,11,13,19, 23, 37,43,
73,83,139,163,277,317,547,631, 653, 1259 pentru m = 16), si vedem cum rezultd Lema
2.3.15. pentru 7 < n < a = 647.

Primul termen al girului qo, q1, ..., ¢ nU depaseste pe n decat daca ¢, > Gm—1 >
a > n, deci ¢, > n.

Exista deci un indice maximal k < m — 1 astfel incat ¢ < n. Atunci k+2 < m,n <
Qr+1 81 cum gi42 < 2q; < 2n, Intre n si 2n exista cel putin numerele prime qx41 $i qrr2
i cu aceasta lema este complet demonstrata. Bl

Teorema 2.3.16. (Cebisev) Daca n € N,n > 4, atunci intre n gi 2(n-1) avem cel
PULIN UN NUMAT Prim.

Demonstratie. Pentru n = 4 si n = 5 teorema este adevarata in mod evident
deoarece intre 4 i 6 se afla 5 iar intre 5 gi 8 se afla 7.

Pentru n > 6, conform Lemei 2.3.15 intre n si 2n se afla cel putin doua numere
prime distincte p §i ¢ cu p < q. Daca cel mai mare dinte acestea este ¢ = 2n — 1,
celdlalt trebuie sd fie < 2n — 2 céci 2(n — 1) este par si compus pentru n > 6. Deci
n<p<2n-—1). Dacd ¢ < 2n—1, cum p < ¢, din p < g deducem ci n < p < 2n — 2 gi
cu aceasta Teorema lui Cebigev este complet demonstrata. B

In continuare vom prezenta cateva corolare la Teorema lui Cebisgev.

Corolar 2.3.17. Dacan € N,n > 2, atunci tntre n i 2n se afla cel pufin un
numar prim.

Demonstratie. Daca n > 4 totul rezulta din teorema lui Cebigsev. Daca n = 2 intre
2 si 4 se afla 3 iar dacd n = 3 atunci intre 3 si 6 se afla 5. Astfel corolarul este demonstrat
pentru orice n > 2. H

Observatie. In anul 1892 J. J. Sylvester a demonstrat urmatoarea generalizare a
Corolarului 2.3.17: Dacd n,k € N,n > k, atunci in sirul n, n+1,...,n+k-1 se afla cel
putin un numdr admitand un divizor prim > k.

Corolarul 2.3.17 se deduce acum din acest rezultat pentrun =k + 1.

Aceasta generalizare a mai fost demonstrata si de I. Schur in 1929 ca si de P. Erdos
in 1934.

Corolar 2.3.18. Dacd k € N,k > 1, atunci p < 2F.

Demonstratie. Facem indutie dupa k. Pentru k = 2 avem py = 3 < 22. Daca
pr < 2F, conform Corolarului 2.3.17 exista cel putin un numar prim p astfel incat 2F <
p < 2.2k = 2k+1 i astfel corolarul este demonstrat. W

Corolar 2.3.19. Dacan € N,n > 2, atunci in descompunerea lui n! in factori
primi gasim cel putin un numdr prim cu exponentul egal cu 1.

Demonstratie. Corolarul este in mod evident adevirat pentru n = 2 gi n = 3(2! =
2,31=2-3).

Fie acum n > 4. Daca n este par, n = 2k, atunci k > 2 gi conform Corolarului

2.3.17 intre k si 2k = n gasim cel putin un numar prim p astfel incat k < p < 2k = n.
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Vrem sa demonstram ca p apare cu exponentul 1 in descompunerea in factori primi
a lui n!. Intr-adevar, urmatorul numar din n! ce ar fi multiplu de p este 2p insa din
k<p=2k<2p&s2p>n.

Daca n este impar, n = 2k +1 = k > 2 si din nou conform Corolarului 2.3.17
intre k si 2k gasim cel putin un numar prim p (k < p < 2k). Avem deci p < 2k < n si
2p > 2k = 2p > 2k +1 = n gi din nou ajungem la concluzia ca p apare in descompunerea
lui n! cu exponentul 1. W

Observatie. De fapt, Corolarele 2.3.17 si 2.3.19 sunt echivalente.

Intr-adevar, mai inainte am vazut cum Corolarul 2.3.17 implicd Corolarul 2.3.19
Reciproc, sa admitem c& ceea ce afirma Corolarul 2.3.19 este adevarat (adica pentru
orice numar natural n > 1 in n! existd cel putin un numéar prim cu exponentul 1) si s&
demonstram Corolarul 2.3.17 (adicd pentru orice n > 2, intre n gi 2n se afla cel putin
un numadr prim). Intr-adevar, fie p numarul prim ce apare in descompunerea in factori
prlml a lui (2n)! cu exponentul 1. Avem p < 2n < 2p cici dacd am avea 2p < 2n, atunci

n(2n)!l=1-2-...-(n—1)-n(n+1)-...-(2n) apar si p si 2p si astfel exponentul lui p
in (2n)! ar fi cel putin 2. In concluzie, 2n < 2p, adicd n < p si cum n < 2p deducem ca
n<p<2n A

Deducem imediat:

Corolar 2.3.20. Daca n € N,n > 2 atunci n! nu poate fi puterea unui numdr
natural cu exponentul > 1.

Corolar 2.3.21. Pentru orice k € N,k > 4, avem inegalitatea piio < 2pg.

Demonstratie. Pentru k > 4 avem pi > ps = 5 si atunci conform Lemei 2.3.15 intre
Dr §1 2py, exista cel putin doud numere prime distincte. Cum cele mai mici dintre aceste
numere vor fi piy1 si prio avem prio < 2pg. W

Corolar 2.3.22. Pentru orice k € N,k > 2 avem pri2 < Pr+1 + Pk-

Demonstratie. Pentru k = 2, 3 se verifica imediat prin calcul, iar pentru k& > 4 totul
rezulta din corolarul precedent. W

Corolar 2.3.23. Daca n,k € N,n > 2, atunci

1 1 1
— e+ ——¢N
n + n+1 + n+k ¢
Demonstratie. Daca x = —|— *I ot k € N, atunci x > 1 gi cum
T < k+1 , cu necesitate k + 1 > n si deci k > n.

Fle p cel mai mare numéar prim < n + k. Atunci 2p > n + k. Conform Corolarului
2.3.17, intre p si 2p gasim cel putin un numar prim g, iar daca am avea 2p < n+k, atunci
p < q <n+k, in contradictie cu alegerea lui p. Deci n + k < 2p.

Cum k£ > n, atunci n 4+ k > 2n si din nou conform Corolarului 2.3.17, intre n si 2n
existd un numar prim r. Cum r < 2n < n + k, tinand cont de felul in care l-am ales pe
p deducem ca r > p. De asemenea, deoarece n < r, avem n < p <n+k< 2p

Deducem de aici ca printre termenii sumei z = —|— m + ...+ exista

+ n+k
numai unul al carui numitor sa fie divizibil prin p. Punand pe x sub forma de fractie
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(cu numitorul n(n+1)...(n+k)) se observa ca printre termenii ce dau numaratorul lui
existd unul ce nu se divide prin p. Atunci, daci scriem z = 2 (cut = n(n+1)...(n+k)),

plt si ptm, de unde concluzia cad x ¢ N. W

2.4 Inegalitatile lui Cebisev

Reamintim ca pentru x € R4, prin 7(z) am notat numarul numerelor prime p < z.
Astfel, 7(1) = 0,7(2) = 1,7(3) = 7(4) = 2, 7(5) = m(6) = 3, 7(100) = 25, 7(1000) = 168,
etc.

In anul 1958, D. H. Lehmer a calculat 7(10%) si 7(10%) aratand ca 7(10®) = 5761455
si m(10%) = 50847534.

Evident, 7w(p,) = n pentru orice n > 1.

Reamintim ca in cadrul Lemei 2.3.9 am definit pentrun > 1, R, = I1p.

p prim,
n<p<2n

Exista m(2n) — m(n) numere prime p astfel incat n < p < 2n gi cum toate aceste

numere prime sunt < 2n deducem ca R,, < (2n)”(2”)_”(”). Tinand cont de Lema 2.3.9,

3/An
— VA" de unde,
i ()3

deducem ci pentru n > 98 avem inegalitatea (2n)™(?")=7(") >

logaritmand in baza 10 deducem inegalitatea

(1) 7(2n) — w(n) > W[lg(@ _ 31g2(;1n) B 31\3}%1)]
Cum ngr;o% = g&% =0, din (1) deducem c& LILIIOIO[W(QH) —71(n)] = oc.

De aici deducem:
Corolar 2.4.1. Pentru orice numar natural k exista un numar natural my astfel

incat pentru orice n > my, , existd cel putin k numere prime intre n si 2n.

Fie acum pq, ..., p, numerele prime ce intra in descompunerea in factori primi a lui

C%. (evident p1,pa,...,pr < 2n). Fiecare numir p; apare la puterea ([%—Z] - 2[1%]) +...+
([;Z,} |- 2[])% ]), unde ¢; este cel mai mare numér natural pentru care p{’ < 2n.
i i
Cum pentru orice a > 0, [2a] —2[a] = 0 sau 1, deducem ca suma » ([?)—Q] —2[]%]) <
k=1 D; i

1+ ...+ 1 =g, astfel ca fiecare p; apare in descompunerea lui C%, la o putere < g;, deci

qi
on < pi .. pi < (2n)...(2n) = (2n)".
Cum 7 = 7(2n) deducem ca C3, < (2n)"3™) (este de fapt o redemonstrare a
inegalitatii din cadrul Lemei 2.3.5!).

Pe de alta parte, C3, = 2n(2711 _21)(2—’_ D) se divide prin produsul tuturor nu-

merelor prime ps41, Ps+2, .-, Pr Mai mari decat n si mai mici decat 2n (am notat prin
P1,...Ds toate numerele prime mai mici decat n).
S

Astfel, C3, > pst1Psto--pr >0 -n-..on=n"""

r—s ori
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Cum r = m(2n) si s = m(n), deducem ca
(2) nTr(2n)—7r(n) < C;Ln < (2n)7r(2n).
De asemenea, pentru orice numar natural n > 1, avem
(3) 2"< (3, <4
Comparand (2) cu (3) deducem ci 2" < 27(??) de unde prin logaritmare in baza
10 deducem:
lg2 2n 2n

@) m@2n) >S5 aia = 1505l oo

—

Cum pentru n > 1 avem 273% > % deducem ca:
(20 + 1)1g(2n + 1) > 7(2n)1g(2n) > 0,15051... - 2n > % - 0,15051... - (2n + 1) =
: L 2n+1
0,10034... - (2n + 1) sau 7(2n + 1) > 0,10034... g2n 1)
Obtinem astfel urmaitorul rezultat:

Propozitia 2.4.2. Pentru orice numar natural n > 1, avem inegalitatea

m(n)>0,1- lgn

Tot din combinatia inegalititilor (2) si (3) deducem ca n™(2"=7(") < 227 pentru
orice n > 1, de unde prin logaritmare deducem cé [7(2n) — 7(n)]lgn < 2nlg2, adica
m(2n) —w(n) < 21g2- lg

Fie acum « > 0 un numar real. Daca notam [%] = n, atunci in mod evident z = 2n
sau 2n + 1 si vom avea

m(x) — w(%) <7 (2n) —m(n)+1 < 0,60206... - lgin +1 < 1,60206... - lgin (deoarece
lg—n > 1).

Se verifica imediat ca pentru n > 3, din n < x rezulta lgLn deci pentru
[%] > 3 avem w(x) — (f) < 1,60206... 1 =

Este ugor de verificat ca ultima inegalitate este valabila si pentru [%] < 3; intr-

<1g7.73

adevar, daca [%] < 3, diferenta 7(z) — 77(%) evident poate fi egala cu 2 (pentru 2,5 <
% < 3), cu unu sau cu zero; in toate aceste cazuri, produsul 1,60206... - lgix va lua
valoarea cea mai mare.

Astfel, pentru orice x € Ry:

(5)  w(x)— 7r(2) < 1,60206...

Din (5) deducem mai departe ci
n(zx)lgr—m(% )lg2 = (:c)fﬂ(%)]lngrﬂ(%)[lgxflg 5] <lgx-1,60206... 1 i

1g2~7r(%) (1,60206... + lg2) -z~ 1,75257...- x (am folosit faptul evident: m(5) < 5 ).
Deci 7(z )lgm—ﬂ( Vg & 5 < 1,75257...
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Fie acum n € N,n > 1. Conform ultimei inegalitati avem:

w(n)lgn — W(%)lgg <1,75257...-n
n n n n n
7r(§)1 5 ”ﬁ”gg <L,75257...-
n n n
(i) 18 oy — (2k)1g2— <1,75257... =—

(vom alege pe k astfel incat 2% > n).

Adunand aceste inegalitati deducem ca :

n n— n
m(n)lgn — w(—k)lg < 1,75257.. (n+ = SRR 1) = 1,75257... . — —Z
2
< 3,50514... - n < 4n.
Cum pentru 2% > n, 2% < 1, si deci 71'(2%) =0, deducem c& 7(n) < 4 - lgin

Am obtinut astfel:
Propozitia 2.4.3. Dacain > 1,7(n) < 4- lgin
Din Propozitiile 2.4.2 gi 2.4.3 deducem:

Propozitia 2.4.4. Pentru orice numar natural n > 1, avem dubla inegalitate

Observatii.
1. Daca trecem la logaritmi naturali, Propozitia 2.4.4 capata o formulare mai
eleganta 0,92 - 1— <m(n) <1,11- ﬁ, astfel cd variatia functiei w(n) este redata cu

o mai mare exactitate de functia ﬁ

(factorii numerici 0,92 si 1,11 difera putin de 1).
Aceste rezultate apartin de asemenea lui Cebigev.

2. Cebigev a demonstrat de asemenea cd dacd raportul m(n) : lgLn tinde (pentru

n — 00) la o limitd [, atunci { = 1. Faptul ca limita raportului 7(n) : lgLn exista pentru

n — oo (si deci este egal cu 1) a fost demonstrat pentru prima data de J. Hadamard (la
aproximativ 50 de ani de la lucrarile remarcabile ale lui P. L. Cebisev) utilizind un aparat
matematic complicat, specific matematicilor superioare (o demonstratie elementara a
fost totusi data ceva mai tarziu de matematicianul danez A. Selberg; pentru detalii
recomandam cititorului lucrarea [36]).

Obtinem deci 7m(n) ~ lgnn pentru n > 1.

Teorema 2.4.5. (Cebisev) Pentru x € R,z > 2 avem dubla inegalitate:
lg2
gT-lg%<ﬂ'(x)<91g2~lg%
Demonstratie. Pentru prima inegalitate tinem cont de doua inegalitati stabilite mai

Inainte i anume:
nTr(2n)—7r(n) < C;Ln < (2n)ﬂ'(2n) si on C2nn < 4"
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pentrun € N,n > 2, de unde deducem ca m(2n) —m(n) < 21g2- lg sit(2n) > 1g2- lgn

Pentru z € R,z > 2, alegem acum n € N astfel incat n < < 5 <n + 1, astfel ca

_n on 182 2n42  1g2 o
m(z) 2 m(2n) > 132 1g(2n)21g2 lngT gz ~ 4 gz

Sa stabilim acum a doua inegalitate.

Pentru un numar real oarecare y > 4, alegem n € N astfel incat n — 1 < % <n

Astfel,
y 2nlg2 (y+2)1g2
my) —n(5) = 72n)-m(n)+1< s +1< o 2 +1
2 2)1g2 3ylg2 4ylg2
y+2)lg2 | _3ylg2  _Aylg2
lgy lgy lgy
Am demonstrat astfel ca pentru y € R,y > 4, avem 7 (y) — ( ) <4lg2- 1 ey
Evident c& pentru 2 < y < 4 avem 7 (y) — 77(%) < 2 gi cum functia y — % igi
2u
atinge valoarea minima in y = e, deducem ca 7 (y) — 71'(%) < lg—y pentru 2 <y < 4.

Cum insa % < 4lg2, deducem ci 7(y) — 77(%) <4lg2- 1— pentru orice y > 2.

Astfel, pentru y > 2, avem:
= Iry) ~ n(Nley +m(D) 152 < ayla2+ Lig2 = 1g2.

m(y)lgy —(2)lg

Y

2 2
Fie acum x € R,z > 2 si 7 € N astfel incat 27+l > 2 < 272 Inlocuind in ultima
egalitate pe rand pe y cu x, %, 2%, e %, obtinem 7 + 1 inegalitati ; adunand membru
cu membru aceste inegalitati si tindnd cont de faptul ca W(%) = 0 obtinem in final ca

m(x)lgr < %(m + % +...+ 236—,« lg2 < (91g2)z, adicd a doua inegalitate din enunt . W

Observatie. In cartea lui G.Tenenbaum : Introduction a la théorie analitique

des nombres (Université de Nancy, 1991, p.22) se demonstreaza ca pentru x > 52
1 z 3
avem lgx (1+ Qng) <m(z) < Tz’ (1+ 21gx)'

nlgn

Teorema 2.4.6. Pentrun € N,n > 2 avem 952 <pn < 8n lgn'

lg 2
Demonstm}ie Tinadnd cont de Teorema 2.4.5, pentru n € N,n > 1 avem n =

m(pn) < (O1g2) - (2

Cum functia f: (0,4) = R, f(z) = % pentru x > 0, este descrescatoare pentru

, de unde deducem prima inegalitate din enunt.

x> e?iar f(e) < L%rQ deducem ci pentru x > e° avem . Deci, daci p,, > ¢€°

lgpn 12
VPn
g2 pn

Pe de alta parte, pentru n > 1, avem n = 7w(p,) > T Tap,
lg 2 < nlgpy,
Pn

lgz _1g2
NS

avem

. Combinand cele

dous inegalititi obtinem ci daca p, > e, atunci lg% < , ceea ce implica
n

printre altele ca /p, < n si ca lgp, < 2lgn.
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Deducem ci pentru p, > e, lgT2 “Dn,n-1gp, < 2n-lgn si astfel membrul drept al
inegalitatii din enunt, este verificat pentru p,, > €. Pentru 2 < p,, < ¢? inegalitatea din

enunt, se verifica prin calcul direct. B

Observatie. In lucrarea lui B. Rosser : The n-th Prime is Greater than n
lg(n) din Proc. London Math. Soc., vol. 49, 1939, pp. 21- 44 se demonstreaza
ca dacd n > 4, atunci nlgn + nlg(lgn) — 10n < p, < nlgn +nlg(lgn) + 8n.

Intr-o lucrare mai recenta a lui B. Rosser si L. Schoenfeld: Aproximate for-
mulas for some functions of prime numbers din Ilinois J. Math vol. 6, 1962,
pp- 64-89 se demonstreza urmatoarele:

1) Pentru orice n € N,n > 2 avem p,, > n(lnn + In(lnn) — %),

2) Pentru orice n € N,n > 20 avem p,, < n(lnn + In(lnn) — %)

Teorema 2.4.7. Pentru orice x € R,x > 3, exista doud constante reale pozitive

c1,co > 0, astfel incat:

1
algllgr) < Z » < colg(lg ).
p prim,
p<x
1, daca n prim

Demonstratie. Fie x € R,z > 3. Cum w(n) —w(n —1) = . avem:
0, in rest

1 m(n) —m(n—1) 1 1 m(x)
o i PR EET

2<n<zx 2<n<zx

2<n<zx

Conform inegalitatilor lui Cebigev (Teorema 2.4.5) deducem ca pentru z > 2 avem

lg 2 < m(n) < 91g2 , de unde deducem ca
41gn n lgn
lg2 1 w(n) 1
- — < —— < 9l1g2- —_
4 s (n+1)lgn 23%1”(” +1) 2329: (n+1)lgn
Prin indutie matematica se probeaza ca pentru orice k € N,k > 1 avem gk <
k
Y A <lgkt1
n=1
De asemenea, pentru orice z € R,z > 1 avem | Y % —lgz| < 1.
n € N*,
n<cx
Din cele de mai inainte deducem existenta unei constante ¢ > 0 astfel incat | > é)—

QSngx(n—i—l)lgn

m(n)

[x] +1

lg(lgx)| < ¢. Evaluand acum obtinem constantele ¢; si ¢y din enunt. W
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Observatie. Daca pentru doua functii reale f si g scriem f ~ g daca lim % =1
T—>r00

)

atunci vom mentiona urmatoarele rezultate:

1. 7(x) ~ lgix Acest rezultat cunoscut si sub numele de Teorema elementului prim
sau Legea de repartifie a numerelor prime a fost intuit de Legendre si Gauss in secolul
al 18-lea gi demonstrat in 1896, independent de J. Hadamard (1865-1963) si G. J. de la
Vallée-Poussin cu metode specifice analizei complexe.

Pentru o demonstratie elementara a Teoremei numarului prim cititorul este rugat sa
consulte P. Erdds : ,, On a New Method in Elementary Number Theory which
leads to an Elementary Proof of the Prime Number Theorem”, Proc. Nat.
Acad. Sci. , Washington , vol 35, 1949, pp. 347-383 sau A. Selberg : ,, An
Elementary Proof of the Prime Number Theorem”, Ann. Math. Vol 50,
1949, pp. 303-313.

2. La 15 ani Gauss a conjecturat cd w(z) ~ L;(x) = lid

w%&

Deoarece j %d % — %—&— 7 1 zdt §i 0 <7 1 5 dt :\f 1 5 dt+ j
g 5 (gt 5 (lgt) 5 (lgt) N
xT
[ kot
— _ lgt
dt<ﬁ22+1x Vel < ﬁ2+ 4$2,deducemcéo<&<
(Ig t) (1827 © 7-(g2? = (82)°  (82) s

lgx 4 iles L~ L
(g 2)? + Y de unde acum se deduce facil ca oz Li(x).

Teorema 2.4.8. Seria Z By este divergenta.
n>1

Demonstratie. Fie p1,p2,...,pin) toate numerele prime mai mici decat n si sa
o 1 1
definim A(n) =] (l—ﬁ)_l. Deoarece (1—]9—1_)_1 =3 ik atunci A(n) = Y (pf*..pf") =1
i=1 a;i=0 Pi
(unde sumarea se face dupa toate l-upurile de numere naturale (aq, ..

1+ % +..+ % < A(n) si astfel A(n) — oo pentru n — co. Avem:

., a7)). In particular

lgA() = = 3 lg(1= 1) =30 5 (mp) 7 = a4 b X S )

i=1lm=1 i=1m=2

Insa > (mp!)~' <> p;™ =p; (1 —p;t)~t < 2p;? astfel ca lg\(n) < pyt +

m=2 m=2

et 20+ D).

Este insa cunoscut faptul cd > # = T—. Atunci ) p; 2 este convergentd, astfel
n>1 i>1

ca daca presupunem ca Z P este convergenta, atunci trebuie sa existe o constanta M
n>1

astfel incat lgA(n) < M < A(n) < eM| ceea ce este imposibil (deoarece am stabilit ca

A(n) — oo pentru n — o0), de unde deducem c& Z - este divergenta. W
n>1
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2.5 Teorema lui Scherk

Rezultatul pe care 1l prezentam in continuare este datorat lui H. F. Scherk si prezinta
un fel de recurenta ,,slabd” pentru sirul (pg)r>1 al numerelor prime.

Mai precis, vom demonstra:

Teorema 2.5.1. (H. F. Scherk) Pentru orice numdr natural n > 1 existd o alegere

convenabild a semnelor + sau - astfel incat:

(1) pam=1EpiEtpst..Etpop_o+pan_1si
(2) pomyr=1FpiEpeE ... E£pou_1+2pop.

Observatie.

Formulele (1) si (2) au fost enuntate de Scherk in anul 1830 iar S. S. Pillai a fost
primul care a prezentat o demonstratie a lor in anul 1928.

In cele ce urmeaza vom prezenta o solutie data de W. Sierpinski in anul 1952.

Vom spune ci un sir (g,),>1 de numere naturale impare are proprietate (P) daca el
este strict crescator, ¢1 = 2,92 = 3,93 =5,q4 = 7,q5 = 11,96 = 13,97 = 1751 ¢p4+1 < 2¢n,
pentru orice n € N*.

Tinand cont de relatiile de la Teorema lui Cebigev deducem imediat ca sirul (p,)n>1
al numerelor prime este un exemplu de gir cu proprietatea (P).

Astfel, pentru probarea formulelor (1) si (2) ale lui Scherk, este suficient sa le
probam pe acestea pentru un sir (g,)n>1 ce are proprietatea (P).

Lema 2.5.2. Dacd (qn)n>1 este un sir cu proprietatea (P), atunci pentru orice
numdar natural impar m < gap41(n > 3), existd o alegere convenabila a semnelor ,,+”
sau ,,-” astfel incat m = +q1 £ g2 £ ... £ gon—1 + Gon-

Demonstratie. Vom demonstra aceasta lema facand inductie matematica dupa n >
3. Daca n = 3, atunci ¢; = 17 iar numerele impare m < 17 sunt 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15,

17. Deoarece prin calcul direct se verifica egalitatile:

I = —¢1+@+@B—q¢ -6+
3 = 1 —@—¢+eu—q¢+q
5 = qatq@t+q—q—¢+g
T = @3-t atg
9 = g1 +t@—@p+aq—¢+g
11 = ¢1—@—¢—-qu+a¢+da
B = i—@2+e+qu—9¢+4g
15 = —a1+@+ep+9—¢+4
17 = i+ —q9—q1+9+ o

deducem ca lema este adevarata pentru n = 3.
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Sa observam ca pentru n = 2 lema este falsa céci atunci ¢ = 11 iar 5 de exemplu
nu se poate scrie sub forma +2 4+ 3 + 5 4 7 pentru nici o alegere a lui ,,+” sau ,,-”.

Sa presupunem acum ca lema este adevarata pentru n > 3, gi fie 2k — 1 un numar
impar astfel incat 2k — 1 < gop 13-

Cum sirul (gy,)n>1 are proprietatea (P) deducem ci gan+3 < 2¢an+2 si prin urmare
deducem ca —gopt2 < 2k — 1 — gapt2 < qon42 astfel ca pentru o alegere convenabila a
semnelor ,,+” sau ,,-” avem 0 < £(2k — 1 — gap+2) < G2n+2-

Cum din gopy2 < 2gon+1 deducem cd —gan+1 < £(2k — 1 — gant2) — Gont1 < Gont1
gi astfel pentru o noud alegere convenabild a semnelor ,,4+” sau ,,-” avem 0 < £[+(2k —
1 — @ont2) — @2n+1] < @2ns1- Cum goni2 §i gont1 sunt numere impare, deducem ci si
numarul m = +[+(2k — 1 — gapy2) — ¢goan+1] este impar gi cum m < ¢g,41, conform
ipotezei de indutie gasim o alegere convenabila a semmnelor ,,+” sau ,,-” astfel incat
m=+[+(2k—1—qoni2) —@ant1] = £q1 ¢ £ ... £ g2, —1 £ gan, de unde deducem ci la o

alegere convenabila a semnelor ,,+” sau ,,-”

avem 2k — 1 =4q¢ g2 £ ... £ qon+1 £ Gont2
si astfel Lema 2.5.2. este demonstrata. B

Corolar 2.5.3. Pentru o alegere convenabila a semnelor ,,+” sau ,,-” avem egali-
tatea qon—1 = £q1 £ q2 ... £ gan—1 + G2n.-

Demonstratie. Pentru n = 1 gi n = 2 se verifica imediat relatiile g3 = ¢1 + g2 si
g5 =q1 —q2 +q3 +qa.

S& demonstram acum formulele (1) si (2) din Teorema lui Scherk.

Intr-adevar, pentru n > 3, numarul gs,41 — g2, — 1 este impar si < go,41 §i deci
conform lemei anterioare, la o alegere convenabila a semnelor ,,+” sau ,,-” avem egalitatea
@ont+1—Gon—1 =t £q2E...£q2n—1+q2n, de unde gap 1 = 1£q1 £go£... £q2n—1+2¢2n
si astfel formula (2) rezultd imediat considerand pentru n > 1, ¢, = py,.

Pentru n = 1 sau n = 2, prin calcul direct se verifica egalitatile g3 = 1 — ¢; + 2¢2 si
g5 =1 —q1 + g2 — g3 + 2q4, astfel ca formulele (2) sunt valabile pentru orice n € N*.

Pentru a proba formulele (1) s& observam c& gont2 < 2¢on+1 $i gant+2—qont+1— 1 este
impar §i < g2n,4+1, deci conform lemei putem alege convenabil semnele ,,+” sau ,,-” astfel
incat gopt+2—qon+1—1 = £q1E£qaE...£q2n—1+G2n, de unde gop 10 = 1£q1 £ +...+qon 1+
Gon + @on+1 deci (ludnd in locde n+1pen) gop, = 1+q1 g+ ... £ gon—3+Gon—2+Gon—1
si astfel si (1) sunt verificate pentru n > 3.

Pentrun=0,1sau2,cum qgo =14+ qr,qu=1—q1 + g2+ qsiar gg =14+ q1 — q2 —
g3 + q4 + g5 deducem c& formulele (1) sunt valabile pentru orice n € N*(ludnd din nou

dn an)- n

2.6 Exista functii care definesc numerele prime?

In continuare dorim s clarificim existenta unor functii (calculabile) f : N* — N* care
s& satisfacd una din urmaéatoarele conditii:

a) f(n) = pn, pentru orice n = 1 (unde reamintim c& p,, este al n-ulea numar prim);
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b) Pentru orice n € N*, f(n) este numar prim iar f este functie injectiva.
1. Functii satisfacind conditia a)

Hardy si Wright si-au pus urmatoarele probleme:

1) Exista o formula care sa ne dea al n-ulea numaér prim p,,?

2) Exista o formuld care si ne dea expresia fiecArui numér prim in functie de nu-
merele prime precedente?

In cele ce urmeaza vom prezenta o formula pentru calculul lui p,,.

Reamintim ca pentru orice numar real strict pozitiv « prin 7(z) am notat numarul
numerelor prime p astfel incat p < x.

La inceput vom prezenta o formuld pentru 7(m) datd de Willans in anul 1964.

Pentru aceasta, pentru fiecare numar natural j > 1 fie

F(j) = [eostr I =D E L)

J
Astfel, pentru orice numar natural j > 1, F(j) = 1 pentru j prim iar F(j) = 0 in caz
m

contrar (evident F(1) =1). Deducem ca w(m) = —1+ Y F(j).
j=1

Willans a dat formula 7(m) :Z‘ H(j),m =2,3,... unde
j=1

sinz((j.— 1?2
H(j) = ——L7—.

sin2T
J

Min4¢ a dat o altd expresie pentru m(m) in care nu mai intervine sinusul sau cosi-

nusul si anume

(m) :i [(j - E)! +1 [(j ; 1)!”'
j=2

Tata o demonstratie simpla pentru formula lui Mina¢. Incepem cu observatia ca
pentru n # 4, care nu este prim, n divide (n—1)!. Intr-adevir, fie n este de forma n = ab
cu2<a,b<n-—1gia#b;fien =p®+#4. In primul caz, n divide (n — 1)! in timp ce in
al doilea caz 2 < p <n—1=p? — 1, si atunci 2p < p? — 1 si n divide 2p? = p- 2p care la
randul sdu divide pe (n — 1)!.

Conform Teoremei lui Wilson, pentru fiecare numar prim j putem scrie (j—1)!+1 =
kj, (k € N¥), deci

oD G-ty 1

: R B

Daci j nu este numar prim, atunci dupd remarca precedentd (j —1)! = kj(k € N¥)
gi astfel [(j — 13)' t1_ [(‘7 ; 1)!]] =[k+ % —k]=0.

In fine, dacd j = 4, atunci [ij'fl - [—‘j’f‘]} = 0 si astfel formula lui Mind¢ este

demonstrata.
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Utilizand cele de mai sus se obtine formula lui Willans pentru p,,:

n
n 1

pr= 143 [ ¥ s = 14 30 [ ]
m=1 Z:F() m=1 1+7T< )

O altd formula pentru cel mai mic numéar prim superior unui numar natural dat

m > 2, a fost datd de Ernvall in 1975: Fie d = ((m!)™ —1,(2m)!),t = iar a

dd
(dd, dl)
unicul numar natural pentru care d® divide t iar d®*! nu divide ¢. Atunci cel mai mic

d

i
(o)

Daca vom lua m = p,,_1 obtinem din nou o formula pentru p,.

numar prim p superior lui m este p =

Reamintim cum se defineste functia lui Mébius : u(1) = 1, u(n) = (—1)" dacd n
este un produs de r numere prime distincte iar p(n) = 0 daca n are ca factor un patrat.

Cu ajutorul acestei func‘gii in 1971 Ghandi a aratat ca dacanotam P,,_1 = p1p2...pn_1,

atunci P, = [1 — 10};2 -log(—3 14 > ( )1 )] sau, analog, P,, este singurul numar nat-

\nl

ural pentru care 1 < 2P (— % + Z ( ) <2

) <
dIPn 1 1
Tata o demonstratie a formulei lui Ghandi prezentata in 1972 de Vanden Eynden:

Sa notam Q = P,_1p, =psi S =D, d( ) Atunci
deQ -1

262*1
1)S = pu(d) = u(d) (1424422 4 4297,
d|Q dlQ

Dacd 0 < t < @ termenul r(d)-2* apare exact atunci cand d|(¢, Q). Deci coeficientul

lui 2% in sum& este > u(d); in particular, pentru ¢t = 0, coeficientul este egal cu Y. u(d)
d|(t,Q) d|Q

1, dacam=1
Reamintim ca > pu(d) ={ acam

a0 0, dacam >1 "
Daca scriem Z/ pentru suma extinsa la toate valorile lui ¢ astfel incat 0 < ¢ < )
0<t<Q
si (t,Q) = 1, atunci (29 —1)S = 3" 2¢ ; cel mai mare indice in aceastd suma este
0<t<Q
t =@ — 1. Rezulta ci 2(29 — 1)(—7 +8)=-222 —1)+ Y 2t =14 3 2ttL

0<t<Q 0<t<@
Daci 2 < j < p, = p, existd un numér prim ¢ astfel incit ¢ < p, < p (deci ¢|Q)

$i ¢|Q — j. Fiecare indice ¢ din suma consideratd mai inainte satisface deci conditia
0<t<@—p.

1+ Z’ ot+1
92Q—p+1 —l—i—S _ 0<t<Q-p < 92Q—p+2
2.2¢ 2 2(29 — 1) 2.2¢

cal<2(-5+9)<2.m

Atunci . Inmultind cu 2P deducem
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2. Functii satisficand conditia b)

Numarul f(n) = [63"] este prim pentru orice n > 1, (aici 6 ~ 1, 3064... -vezi -W.
H. Mills : Prime- representing function, Bull. Amer. Math. Soc.,53 , p 604).

De asemenea, g(n) = [22mw} (cu un sir de n exponenti) este un numar prim pentru
orice numar natural n > 1 (aici w &~ 1,9287800...-vezi - E. M. Wright: A prime-
representing function, Amer. Math. Monthly, 58, 1951, pp.616-618).

Din pacate, numerele 6 si w se cunosc doar cu aproximatie iar valorile lui f(n) si
g(n) cresc foarte repede, aga ci cele doua functii nu sunt prea utile ramanand doar ca
nigte curiozitati (de ex, g(1) = 3,¢9(2) = 13, ¢(3) = 16381, g(4) are deja mai mult de 5000
de cifre !).

Tentatia de a gasi o functie polinomiala cu coeficienti din Z astfel incat valorile sale
s& fie numere prime este sortitd egecului deoarece dacd f € Z[X] este neconstant, atunci

exista o infinitate de Intregi n cu proprietatea ca |f(n)| nu este numar prim.

Intr-adevar, deoarece f este neconstant problema este triviala daca toate valorile lui
f sunt numere compuse. Sa presupunem deci ca exista ng > 0 un numéar natural astfel
incat |f(ng)| = p este numar prim. Cum f nu este constant deducem c& mlgr;@|f(w)| =
+o00, deci existd ny > ng astfel incat daca n > ny = |f(n)| > p. Astfel, pentru orice
intreg h pentru care ng + ph > ny avem f(ng + ph) = f(ng) + Mp = Mp. Daca
|f(no + ph)| > p, atunci | f(no + ph)| este numdr compus.

Cum dacd f € C[Xq,...,X;n](m > 2) are proprietatea cd ia valori numere prime
pentru orice X1, ..., X,, naturale, atunci cu necesitate f este constant, deducem ca si
tentatia de a gasi o functie polinomiala neconstanta de mai multe nedeterminate care sa
ia valori numere prime pentru oricare valori naturale ale nedeterminatelor este sortita

esecului.

Daca f(x) = 22 +x+41 (faimosul polinom al lui Euler) atunci pentru k = 0, 1, ..., 39,
f(k) este prim: 41, 43, 47, 53, 61, 71, 83, 97, 113, 131, 151, 173, 197, 223, 251, 281, 313,
347, 383, 421, 461, 503, 547, 593, 641, 691, 743, 797, 853, 911, 971, 1033, 1097, 1163,
1231, 1301, 1373, 1447, 1523, 1601 (pentru k = 40 = £(40) = 1681 = 412).

Daci vom considera f(x) = 2% + 2 + ¢, (¢ prim) atunci sunt echivalente:
1) 22 + o + q este prim pentru x = 0,1, ...,q — 2;

2) ¢ = 2,3,5,11,17, sau 41.

Frobenius (1912) si Hendy (1974) au demonstrat c&:

i) singurele polinoame f(x) = 222 +p (cu p prim) astfel incat f(k) este prim pentru
z=0,1,...,p — 1 sunt pentru p = 3,5,11,29.
ii) singurele polinoame de forma f(z) = 222+ 2z + ‘IL’Qi (cu p prim, p = 1(mod 4))

astfel incat f(x) este prim pentru z = 0,1, ..., p 5 3 sunt cele pentru p = 5,13, 37.
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2.7 Numere prime gemene

Daca p si p + 2 sunt simultan numere prime, vom spune despre ele ca sunt gemene.
Exemple : (3, 5), (5, 7), (11, 13), (17, 19), etc.

In 1949, Clément [Clément, P. A. : Congruences for sets of primes, Amer.
Math. Monthly, 56, 1949, 23-25] a prezentat urmatorul rezultat legat de numerele
prime gemene: Pentru n > 2, n gi n + 2 sunt simultan prime daci gi numai daca 4[(n —
1!+ 1]+ n = 0(mod n(n+2)) (din pacate din punct de vedere practic acest rezultat nu
are nici o utilitate).

Problema principala este de a decide daca exista sau nu o infinitate de numere prime
gemene.

Daci notdm pentru z > 1 prin w3 (2)=numaérul numerelor prime p astfel incat p + 2

este prim i p 4+ 2 < x, atunci Brun a demonstrat in 1920 ca existd un numar natural zg
100z

(Igz)*’

Intr-un alt articol celebru din 1919 ( La serie % + % + %I + 113 + Tl'? + 119 +..., ou

(efectiv calculabil) astfel incat pentru orice x > xg si avem ma(z) <

les denominateurs sont nombres premiers jumeaux est convergente ou finie,
Bull. Sc. Math., vol.43, pp. 100-104 si 124-128 ) tot Brun a demonstrat ca seria

B= Z(% + %) (unde suma este extinsd dupd perechile de numere gemene (p,p+2))

este convergenjc’_é2sau multimea acestor numere gemene este finita. Numarul B poarta
numele de constanta lui Brun iar Shanks si Wrench (in 1974) iar Brent (in 1976) au
aratat ca B ~ 1,90216054....

Printre cele mai mari numere prime gemene cunoscute amintim 1706595 - 211235 4- 1
§i 571305 - 27701 4+ 1 ([38]) ca si 665551035 - 289025 4+ 1 (David Underbakke).

De aici rezultd ca multimea numerelor prime gemene, daci este infinita(lucru nepro-

bat pana acum), atunci ele se apropie foarte mult unele de altele.
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Capitolul 3

Functii aritmetice

3.1 Generalitati. Operatii cu functii aritmetice

Definitia 3.1.1. Numim functie aritmeticd orice functie f : N* — C.
In cadrul acestui capitol vom prezenta mai multe exemple de astfel de functii.
Fie A = {f : N* — C} multimea functiilor aritmetice.
Pentru f,g € A definim f + g, fg, f * g : N* — C astfel:

(f+9)(n) = f(n)+g(n),
(fg)(n) = f(n) g(n ) si
(f*xg)(n) = Zf ) pentru orice n € N*.
d|n

Observatie. f * g poarta numele de produsul Dirichlet de convolutie al lui f si g.
Propozitia 3.1.2. (A, +, *) este inel comutativ unitar.
Demonstratie. Faptul ca (A, +) este grup abelian este imediat. Sa probam c& (A, *)

este monoid comutativ. Intr-adevar, daca f, g, h € A, atunci:

(f (g h))(n) = Zf( )2 g(e)h (25) = (T F(2)g(e)h($5) = ((f * 9) « h)(n)

d|n e‘d Din e|D

(D = de), pentru orice n € N*, adica ,,*

»

este asociativd (am tinut cont de faptul ca
atunci cand d parcurge divizorii lui n, acelagi lucru il face si %) Cu acelagi argument
rezulta si comutativitatea produsului de convolutie.
1, dacan =1
Elementul neutru pentru # este § : N* — C,d(n) = ’ aczj " , deoarece
0, daca n # 1.
se verifica imediat cad f*d = * f = f, pentru orice f € A.
Pentru a incheia, si mai probam ci daca f,g,h € A, atunci f x (¢ + h) =
g) + (f * h). Intr-adevir, daca n € N, atunci: f* (¢g+h))(n) = > f(d)g (%) + (%
d|n
Z‘:f(d)g(%) + S @) = (fxg)(n) + (fxh)(n) = (fxg+ fxh)(n). W
dln

d|n
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Propozitia 3.1.3. f ¢ U(A) & f(1) #0.

Demonstratie. Daca f € U(A), atunci existia g = f~! € A astfel incat fx f~! =
s f=46. Deci1l=46(1)= f(1)f(1), adica f(1) # 0.

Reciproc, dacd f(1) # 0, definim inductiv
11 , dacan=1
g(n) = LS f(d)g(R), dacin > 1.

) d|n,d>1 d

Se verifica imediat ci g = f~'. B

\:3‘
‘v

[y

Tata cateva exemple de functii aritmetice:

1. Functia ¢ a lui Fuler definita in paragraful §4 de la Capitolul 1.

2. Pentru k € N definim oy, : N* — C astfel o1,(n) = Y_d* iar &(n) = nk.
d|n

In particular o se va nota cu o (deci o(n)=suma divizorilor lui n), oo cu 7 (deci
7(n)=numdrul divizorilor lui n) iar & = £ (£ poartd numele de functia zeta si deci
&(n) =1 pentru orice n € N¥).

Daca n = p{"'..pp" este descompunerea canonica a lui n in produs de numere prime,
atunci o(n) va fi suma produselor de forma pll...pg’“ cu fB; < ay,1 <i <k, adica

on) = Q+pi+..+p)A+p2+ ... +p3%)..(I+pp+ ... +pp*)
p?1+1 p32+1 pngrl

pr—1 pp—1 7 pp—1

3. Functia 7 : N* — N*, 7(n) =numérul divizorilor naturali ai lui n (n € N¥). Se
verifica imediat ca daca n = pi"..pp* atunci 7(n) = (1 4+ oq)...(1 + o).

Observatie. Conform Propozitiei 3.1.3 functia zeta & are inversa in inelul A; €71 se
noteaza cu p si poartda numele de functia lui Mobius. Deoarece p* & = §, deducem ca

1, dacan=1
dop(d) = )
dn 0, daca n # 1.
o .
In particular, dacd p este un numar prim iar a > 2 atunci >, u(p’) = 0. Astfel
j=0

w(l) =1, u(p) = —1, iar p(p®) = 0, pentru orice o > 2.

Observatie. Daca f,g € A gi f=g=& , atunci g = f * u. Acest fapt este cunoscut
sub numele de formula clasica de inversare a lui M obius.
Daca scriem explicit obtinem:

Propozitia 3.1.4. Dacd f i g sunt functii aritmetice atunci f(n) = > g(d) pentru
d|n
oricen € N* & g(n) = Zf(d)u(%) pentru orice n € N*.
dln

Ca un exemplu avem ci: ox(n) = >.d* pentru orice n € N* astfel ca n* =
d|n

> ok (d)u(%) pentru orice n € N*.
d|n

Lema 3.1.5. Pentrun € N* gi d|n, fie Sq = {% 1<z <d,xe N (z,d) =1}.

Atunci pentru dn,eln,d # e,Sq N Se = 0 dar |JSq ={1,2,...,n}.
d|n
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Demonstratie. Presupunand ca Sq N Se = 0, existd z,y € N astfel incat 1 < z <

41 <y < e (@d) = (ge) = 15i T = L2 o ge— ya.
Cum (z,d) = 1, z|y si analog y|z, de01 x =y, adicd d = e - absurd!.
Cum pentru djn,1 < m < nsi (m,n) = %, daca m = %, atunci (z,d) = 1 si

1<z < dTm < d, deducem c& m € Sy adica {1,2,...,n} C |JSy si cum incluziunea
d|n
inversa este imediata deducem egalitatea ceruta. B

Corolar 3.1.6. Cum Sy are o(d) elemente, deducem cin =Y p(d), pentru orice

d|n
n € N*.
Conform Propozitiei 3.1.4 deducem c& ¢(n) = Edu(%) pentru orice n € N*. In

particular, daca p este prim gi o > 1 natural,

() =

<
e

=
=
i)

Q

<
S~—"
s

Q

\
=

Q

L

I
s}

Q
=

\

| =

3.2 Functii multiplicative

Definitia 3.2.1. O functie aritmeticad f se zice functie multiplicativa daca f # 0 si
f(mn) = f(m)f(n), pentru orice m,n € N* cu (m,n) = 1.

Observatie. Daca f este multiplicitiva atunci din f # 0 existd un n € N* astfel
incat f(n) #0si cum f(n) = f(1-n) = f(1)- f(n) deducem c& f(1) = 1, adica in inelul

(9

A, f este inversabila. Daca n € N iar n = pi"...pp* este descompunerea in factori primi

a lui n, atunci f(n) = f(p7")...f(pp*) = H f(pi"), astfel ca o functie multiplicativa este
complet determinata de valorile ei pe mul‘glmlle de forma p® cu p prim si @« € N. Sa
notam cu M familia functiilor aritmetice multiplicative.
Propozitia 3.2.2. Dacd f € M, atunci si f~1 € M.
Demonstratie. Fie m,n € N cu (m,n) = 1. Daci m = n = 1 atunci f~!(mn) =
fHm) ).
Presupunem acum c& mn # 1 si cd f~ (ming) = f_l(ml)f_l(nl) pentru orice
pereche (my,n;) de numere naturale cu min; < mn si (my,ny) =
Cum dacad m = 1saun = 1 din nou f~!(mn) = ffl(n)ffl(m), raméane si analizim
cazul m # 1 gin # 1.
Conform Propozitiei 3.1.3 avem f~1(mn)=— Y f(d)f~ (mT)
d | mn,
d>1
Deoarece (m,n) = 1, orice divizor d al lui mn se scrie unic sub forma d = dyds,

unde di|m si do[n. Atunci (di,d2) = 1si (7, 22) = 1.
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Astfel ca:

fHmn) = — Z f(dldg)f_l(ggz) ( deoarece dﬁl d% <mn) =
d1 | m,dg | n,
dido >1
- X @@) DT =) 3 F) ()
di | m,ds | m, ds | n,
didy > 1 do >1
-1 —1, M -1/ m -1,
—f7H ) Y @ = X0 FAFTHE) (= X fd)f TN ()
d1|m, d1|m, d2|n,
d1 >1 dl > 1 d2 >1

= f7Hm) 7 ) + fTHm) ) = fTHm) fTH () = f7H(m) £ (n) s totul

este clar. l
Observatie. Cum functia zeta & este multiplicativa, inversa sa, care este functia lui
Mobius, p este multiplicativa. Astfel:
1, daca n =1,
pu(n) =14 (=1)% dacd n este produs de ¢ primi distincti,
0, in rest .
Avem 1n felul acesta o alta definire a functiei lui M obius.
Propozitia 3.2.3. Daca f,g € M, atunci f xg € M.

Demonstratie. (f = g)(1) = f(1)g(1) =1 iar daca (m,n) = 1, atunci:

mn m. . n
(fxg)mn) = > f(d =)= > f(dl)f(dz)g(dfl)g(cg)
dlmn dy | m,
dg | n
= (D f@d)g(=) - O fd2)g(=-) = [(f * 9)(m)][(f * g)(n)]. W
d]\’m dz‘n
Observatii.
1. Deoarece & este multiplicativa si o = £ *& deducem ca gi oy, este multiplicativa.
o (a+1)k _
Astfel, daca k > 1,p este numar prim iar o > 1 atunci o4 (p®) =Y. p/*F = %
Jj=0 -
t (0‘ +1k —1
iar dacd n = p*...p;"* atunci og(n) = H 71.
a +1 _1

¢
In particular, o(n) = H ETT

t
Deoarece 7(p®) = a+ 1,7(n) =[] (ag + 1).
i=1
2. Cum functia lui Euler ¢ este multiplicativa si ¢ = & * p atunci pentru orice
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neN*: pn)=n ]] (1—}%).
pln,
p prim
3. Functia ¢ a lui Euler este o functie calculabild (adicd pentru orice n,¢(n) este
cardinalul unei multimi gi anume a multimii {z : 1 <z <nsi (x,n) = 1}).
Functiile calculabile pot fi cate o data evaluate tinand cont de principiul includerii

si excluderii.

3.3 Functia Jordan J;

Functia Jordan Jj reprezinta o generalizare a functiei ¢ a lui Euler si se defineste astfel:

Definitia 3.3.1. Pentru n € N*, Ji(n)=numarul k-uplurilor ordonate de numere
naturale (1, ...,xy) astfel incdt 1 < x; <n,1 <i<ksi (z1,22,....,25,n) = 1.

Observatie. Evident J; = . Fie n = pJ'...p{"* descompunerea in factori primi a
lui n, S=multimea k-uplurilor (x1,...,zy) astfel incat 1 < z; < n,1 < ¢ < k, iar 4;
=multimea acelor k-upluri din S pentru care p;|(x1,...,2x),1 < i < ¢, atunci: Ji(n) =

: __n
Astfel: .
B =i Y (1Y () = Y (B)ru(d) = YdEu(D).
j=1 1<i1<...<i; <t © 1 J d|n dln

Deducem astfel ca Ji = & * p si astfel rezulta ca Ji este functie multiplicativa.

ak( 1

Daci p este prim si a > 1, atunci Ji(p®) = p®* — ple=Dk = p — =), astfel ca
p

Je(n) = n’“}‘l(l - #).

3.4 Functia von Sterneck H;

Tata acum o altd generalizare a functiei lui Euler (numitd functia von Sterneck).
Definitia 3.4.1. Pentru n,k € N* definim Hy(n) = > pler)...o(er), suma

le1,. ., er]=n
facandu-se dupa toate k-uplurile (e, ...,ex) de numere naturale astfel incat 1 < e; <

n,1<i<ksile,..ex] =n.

Observatie. In mod evident ¢ = H; iar Hi(1) = 1.

Presupunem acum ca (m,n) =1 ¢i ca [eq, ..., ex] = mn. Pentrui =1, ..., k, e; poate
fi descompus in mod unic sub forma e; = ¢;d;, unde ¢; | m si d; | n, iar [c1,...,ck] = m si
[d1,...,dx] = n. Astfel:

Hy(mn) = S eler).pler) = > ((cr)..(er)) (p(d)...o(dr))

[e1,:wsex]=mn [c1, ..., ck) = m,

[dla ceey dk] =n
= Yo plen)pler) D pldi)p(di) = Hi(m)Hy(n),
le1,...,ex]=m [d1,...,dk]=n
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adica Hj, este functie multiplicativa.

Propozitia 3.4.2. Pentru orice k > 1, Hy, = J.

Demonstratie. Facem inductie matematica dupa k.

Am vazut mai inainte ca Hy = ¢ = J;. Fie k > 1 gi presupunem ca Hp_1 = Ji_1.
Cum Hj si Ji sunt functii multiplicative, a demonstra ca Hy = Ji este suficient sa
demonstram ca Hg(p*) = Ji(p®) unde p este prim, iar @ > 1. Conform ipotezei de
inductie avem c& Hy_1(p®) = Jr—1(p®) iar

Hp) = >, o@™).e0™) = D o0’ e’ +
maz(B1,..., Bi)=a max(B,..., Bi)=a
S 0™ (%) = Hiea(0%) Y (d) + (O p(d)*Lp(p®) =
mazx(B,...,8:;) <« d|pe d|pe
PO i1 (p%) + p D o(p) = po T s (%) + pF Y (p®) = pope (1 -
1 1 1 1 1 1
+a(k—1)o¢177:ak717 +177 :aklfi = J AW |
pk_l) p p( p) p [p( pfk_l) ( p)] p( pk) k(p")

3.5 Functii complet multiplicative

Definitia 3.5.1. O functie f € A se zice complet multiplicativd daca exista n € N*
astfel incat f(n) # 0 iar f(mn) = f(m)f(n), pentru orice m,n € N(dacd notam prin
MEF€ clasa acestor functii, atunci in mod evident M C M C A).

Avem, de exemplu, u(2) = —1,u(6) = 1,u(2-6) = u(22-3) = 0, deci u(2-6) #
1(2) - u(6), adica p nu este complet multiplicativa.
Propozitia 3.5.2. Dacd f € M, atunci f € M® < f~1 = uf.

Demonstratie. Daca f € M, atunci pentru orice n € N:

B ny _ ) f(1), dacdn =1
(e ) = SU(DFDS ) = T Tnd) = { ) i
adicA px f=6 < f~1 = puf.

Invers, s& presupunem ca f~! = pf. Pentru a proba ci f € M€ este suficient s&
probam ca daca p este prim si a > 1, atunci f(p®) = (f(p))®. Acest lucru il vom face
prin inductie matematica dupa «; evident, pentru a = 1 totul este clar.

Sa presupunem ci o > 2 i cd f(p®~!) = (f(p))*~!. Deoarece pentru oricare 3 >
2, f71(0°) = p(@”) f(»?) = 0, deducem cd 0 = ("% f)(p*) = fF(*) + () f(p*~") =
) + 1 p)(f(p))*~". Deoarece f~'(p) = —f(p) = f(»™) = (f(p))*. W

Corolar 3.5.3. Dacd f € M, atunci f € M°® < f~Y(p*) = 0, pentru orice p prim
st a > 2.

Propozitia 3.5.4. Fie f € M. Atunci f € M° < f(g+h) = (fg) = (fh), pentru
orice g,h € A.

Demonstratie. Daca f € M, atunci pentru orice g,h € A avem(f(g * h))(n) =

f(n)dZ‘Zg(d)h(%) = %:f(d)g(d)f(%)h(%) = (fg* fh)(n).
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Invers, s& presupunem ca f(gxh) = (fg)*(fh), pentru orice g, h € A. In particular,
pentru g =& sih=pavem § = f6 = f(Exp) = fEx fu= f* fu, adicd f~1 = uf, adica
f € M? (conform Propozitiei 3.5.2). B

Propozitia 3.5.5. Dacd f € M, atunci existd g,h € M° astfel incat f = g+ h <
f~Yp*) =0, pentru orice p prim si orice a > 3.

Demonstrafie. Sa presupunem ca [ = g x h cu g,h € M€ gi fie p prim iar
a > 3. Atunci f~1(p%) = (g7 x A7) (p*) = H g PR (P Y) = g7 DA (p) +

g tp)h L (p®~1) =0 (cici g,h € M°5i a > 3)

Invers, fie f € M astfel incat f~1(p®) = 0 pentru orice p prim si o > 3. Alegem
g € M astfel incit pentru orice p prim, g(p) este o radicind a ecuatiei: X2+ f~1(p) X +
f1(p?) = 0. Daci alegem h = g~ ! x f, atunci h € M si pentru orice p prim si a > 2,
avem: h™(p®) = (g+ f~H) (%) = g ") fHp) + 9 ) fHP?) = 90 ) [(9(p))? +
[ w)alp) ++f71(p*)] =0.

Conform Propozitiei 3.5.4, h € M€ gi astfel f =g h. B

Teorema 3.5.6. Pentru f € M, urmdatoarele condifii sunt echivalente:

(1) Exista g,h € M€ astfel incdt f = g h;

(2) Ezista F € M astfel incat pentru orice m,n: f(mn)= > f(%) (%)F(d),
d|(m,n)
(3) Ezistdi B € M° astfel incat pentru orice m,n: f(m)f(n) = > f(™2 pE YB(d);
d|(m, n)

(4) Pentru orice p prim si a > 1: f(p®th) = f(p)f(p®) + f(p*~ ) [f(»*) — (f(p))?].

Demonstratie. Vom demonstra ca (1) = (4),(4) = (1),(2) = (4),(4) = (2), adica
(1) & (2) & (4), iar apoi (2) = (3) si (3) = (4).

(1) = (4). Presupunem ca f = g+ h cu g, h € M°.

Daci g(p) = M si h(p) = N, atunci f(p) = M + N si f(p?) = M? + MN + N2
Dacé o > 1 atunci partea dreapta a egalitdtii din (4) este egald cu:

1
(M+N ZMZNQ 1 MNQX:M,LNQ+1 Z_ZMZ+1NQ Z+ZM2NO¢+1 i
i=0 1=0 1=0 =0
a—1 a+1
Z Mz-l—lNoc 1 Ma+1+ Z MzNoz-‘rl 4 Z MzNa+1 i_ f(pa—i-l).
=0 =0 =0

(4) = (1). Pentru fiecare p prim, fie M si N solutiile ecuatiei: X2 — f(p)X +
(f(p)? = f(p*) = 0 (evident M si N sunt functii de p).
Fie g,h € M€ astfel incat pentru orice p prim g(p) = M si h(p) = N. Atunci
fp)=M+ N = (g*h)( ) iar pentru o > 2:
a—1 a—2
(9 % h)(p®) Z MINe=1 = (M + N) Y MiNe—l=i - MN ¥ MiNe-2-i =
=0 i=0 i=0
Fe) 1) + f ) (%) — (F()?] = F(p*).
Cum f € M deducem ca f =g * h.

(2) = (4). Fie p un numar prim si & > 1. Punem in ecuatia din (2) m = p® si
n = p. Atunci f(p®*t) = f(p)f(p®) + f(p* 1) F(p). Daca particularizim o = 1 obtinem
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F(p) = f(*) — f(p))*.

(4) = (2). Dacd (mn,m'n') = 1 atunci ((m,n),(m/,n')) = 1 gi (mm/,nn’) =
(m,n)(m’,n’).

Astfel, pentru a proba (2) este suficient sd aratam ca existd f € M astfel incat

min(a,B)

pentru orice p prim si o, 8 > 1, f(p**?) = S f) PP F(p*)(de fapt este
cazul in care F = uB’ cu B’ € M¢ astfel incétZBO’(p) = f(p?) — (f(p))? pentru orice p
prim).

Fara a reduce din generalitate, sa presupunem ca 8 < « gi sd facem inductie dupa
8.

Dacd 8 = 1 totul este clar. Presupunem ci 8 > 1 i ca (2) este adevaratd pentru
B —1sioricea>p—1.

Cum F = puB',F(p?) = F(p?) = ... = 0 iar f(p**F) = f(poT'H071) = f(pot!)
FOP2F(p) = [f()f®*) = fFG*"HB' MIf ) = Fe*)f®°2)B'(p) = f(p*)f(p)
F@P1) = FP2)B (p)] — f* @) B (p) = f(p*) f(0°) + f(p*~ 1) f(p° 1) F(p).

(2) = (3). Pentru orice m,n avem:

m/d, . n/d , ,
> f a=> > f(j)f(f)u(D)B (D)B'(d) =
d|(m,n) d|(m,n)D|(%,%
oY IECMEB = Y FEIE)B) Y u()
d|(m,n) e ‘ (m7n)’ el(m,n) dle
d|e
= f(m)f(n).

Astfel, functia B’ € M€ serveste pe post de B cerut in (3).
(3) = (4). Daca p este prim si alegem m = n = p, atunci obtinem B(p) =
(f()? — f(p?), adicd B = B'. Fie a > 1. Daca alegem m = p® gi n = p obtinem (4). B

Observatie. Functia f € A ce satisface una din conditiile teoremei de mai sus
poarta numele de funciie multiplicata speciald. Dupa cum am observat inainte oy este
o astfel de functie. Pentru o, avem ca B = &; intr-adevar, dacd p este prim, atunci
B(p) = (o1(p))* = on(p?) = (L +p*)* — (L + p* + p**) = p* = &(p). Deci pentru orice

m,n avem: op(mn) = >, o (2 7 )Uk(g) (d)d* [S.Ramanujan pentru k = 0, in 1916] si
d|(mm)
or(m)or(n) = >  drop (1B via 1) [Busche-1906].

d|(m,n)
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Capitolul 4

Resturi patratice

4.1 Generalitati. Simbolul lui Legendre

Fie m € N, m > 1 un numar natural fixat.

Definitia 4.1.1. Un numér a € Z cu (m,a) = 1 se zice rest patratic modulo m daca
ecuatia 22 = a(mod m) are solutie. In caz contrar a se zice non-rest patratic modulo m.

In mod evident, dacd a,b € Z gi a = b(mod m), atunci a este rest patratic modulo
m < b este rest patratic modulo m.

Datorita acestei observatii este mai comod s& lucrdm in Z, decat in Z, distinctia
facandu-se in contextul in care se lucreaza (notam deseori elementele lui Z, prin 0,1, ...,
p—1).

Observatii.

1. Fie p un numar prim; daca p = 2 si a € Z este impar, a = 2k+1 cu k € Z, atunci
ecuatia 22 = a(mod 2) are solutie pentru = 1 sau x = a. Deci orice numéar impar este
rest patratic modulo 2.

2. Daca p este impar (deci p > 3), atunci a € Z este rest patratic modulo p <
restul impatirii lui a la p este din Z*? (sau Z;Q). Aici Z*? = {2?|x € Z*} si analog Z;Q.

Intr-adevar, daca a € Z este rest patratic modulo p, atunci exista x € Z astfel incat
22 = a(mod p) & existd ¢ € Z astfel incat a — 2% = cp & a = cp + 22

Reciproc, daci putem scrie a = cp+72, cu 0 < 72 < p, atunci ecuatia 22 = a(mod p)
are solutie pe x = 7.

In cele ce urmeaza prin p vom desemna un numér prim impar (p > 3).

Cum p%l € N, functia o : Z; — Z,, este morfism de grupuri multiplicative. Cum
o(z)? = 2P~ = 1 deducem cd o(z) = £1 (in Z,) (deci o : Z;, — {£1}).

Mai mult

p—1
1. o(z) = —1 pentru un anumit = € Z, (cici in caz contrar polinomul X 2 —1

ar avea mai multe rddacini decit gradul sau).
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p—1 p—1
2. Daca z =t? € Z37, atunci o(z) =2 2 = (t?) 2 =P~! =1 (reamintim ca

am notat Z*> = {a?[a € Z;}).

Din cele de mai sus deducem ca: Z;Q C keroc C Z; si cum [Z; : ker 0] =
|Z2 /ker o = |Imo| = 2 deducem c& 2 = [Z) : Z}?] = [Z} : ker o][ker o : Z7], de

unde [ker o : Zf] =1, adica ker o = Z;2.
Definitia 4.1.2. Numim simbolul lui Legendre morfismul de grupuri multiplicative
o= (]3) 12, — {£1}.

p—1
Deci (%) =o(a)=a 2, pentru orice a € Zj, (evident p 1t a, cici a € Zy).
Mai mult

1, daca a este rest patratic modulo p

1) () = {
In particular
(2) (7191) = (—1)%1 si (%) = (%)(Tb,) pentru orice a,b € Z;.

—1, daca a nu este rest patratic modulo p

Lema 4.1.3.(Gauss) Fie Z, = XUY , unde X = 1,2, .., p%l} iarY = {1%1, cees
p/—\l} (evident XNY =10). Pentrua € Z,, fieaX = {a-z|xr € X}. Atunci (%) =(-1)9,
unde g = [aX NY].

Demonstratie. Sa observam la inceput ca functia m, : Z, — Z;,m.(Z) = aZ,
pentru x € Z;, permuta doar elementele lui Z;.

Astfel, daca notam X' =aX NX = {z1,...,25},Y' =aX NY = {y,..., Yy}, atunci
X'UY' =aX iar X' Y’ =0, deci g + k = L5L.

Fie Z = {77, TR D — U1, ...,p/—E} C X. Sa observam ca elementele lui Z sunt
distincte doud céate doua (ca elemente ale lui Z,,).

Intr-adevar, dacd exista i, j astfel incat z; = p—y; = z; +y; = 0 (in Z,). Insa
z; =ar,y; =ascul < rs < %, deci a(r +s) = 0 ¢i cum a # 0 deducem ca
r 4+ s = 0 ceea ce este imposibil deoarece 2 < r+ s < p — 1. Deducem atunci ca Z = X
(caci Z C X i |Z] = |X|), deci (in Z,,) avem : 1~2...% =z1..25(p—v1)..(p—yg) =

(—1)9z1..xkY1.--Yg = (-1)%a-2a-...-2 5 L (caci X'UY' =aX!) = (—1)9a%~1~2...pT,

de unde (—1)9(11%1 =1, de unde

2
Demonstratie. Sa observam la inceput ca p 3 1 € N. Intr-adevar, daca p =

2 2 _ 2
p81:(8m+87“) 1:2n+%(n€N)§icum

8m + r(r = 1,3,5,7), atunci:

2
% € N pentru r = 1, 3,5, 7 totul este clar.
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Pentrul < z < 2 5 1 avem ca 2x < p — 1. Atunci g din Lema 4.1.3 a lui Gauss
(pentru a = 2) este numarul elementelor de forma 2z,1 < z < &5—1 ce verificd conditia

Y o> pZ 1, adicd g = ]%1—[2%] Considerand p = 8m+r, (r =1,3,5,7),
care ne duce la concluzia ca g este par pentru r = 1,7 si impar pentru r = 3,5, adica g

. p2 —1 . . 2 g p?-1
sl ©—g— au aceeasi paritate, de unde (13) =(-1)9=(-1)= .1

avem

4.2 Legea reciprocitatii patratice

In vederea demonstrarii legii reciprocitatii patratice, sa stabilim la inceput urmatoarea
lema:

Lema 4.2.1. Dacd p $i g sunt doud numere prime impare (p,q > 3), distincte,
atuncit

p—1 ¢g-1
5 R

e

: HM\»
| | = =

1

Demonstratie. Notand s(p,q) = [%], egalitatea din enunt devine : s(p,q) +
j=1

—1(g—1
s(q,p) = (p )(q )
Este usor de observat ca pentru orice j = 1,2, ..., p%l, [%] este numarul de numere

naturale din intervalul (0, ‘%q)
Jq
p
situate pe dreapta x = j (delimitate strict superior de dreapta y = q i inferior de
=0).
Astfel, s(p, q) reprezintd numarul punctelor laticiale din interiorul dreptunghiului

q
pT

Deci pentru fiecare j ca mai sus, %3] este numérul acelor puncte laticiale din plan

OABC (deci nesituate pe conturul lui OABC!) situate sub dreapta de ecuatie y =
(vezi Fig.1).
Analog, s(g,p) reprezinta numarul punctelor laticiale din interiorul dreptunghiului

OABC situate deasupra dreptei de ecuatie y = ik astfel ca s(p, q) + s(q p)=numé- rul

de puncte laticiale din interiorul dreptunghiului OABC = T % si astfel lema
este probata. W
Teorema 4.2.2. (Legea reciprocitdtii patratice) Dacd p si q sunt doua numere

prime impare distincte, atunci

Demonstratie. Revenim la notatiile din Lema 4.1.3 a lui Gauss (numai ca de data

aceasta elementele z; si y; vor fi privite ca numere intregi, deci nu ca elemente din Z,).
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k

g
Fiea=) z;,8=> v;.
i=1

j=1
_ 2 _
Avem Y z=1+2+4.. 4251 P —1
reX 2 8
Analog ca in demonstratia lemei lui Gauss vom avea:
k g 2
. < -1
Sz=>zi+ > (p—yj) =a—B+pgsicum X = Z deducem ca pT =
2€2 j=1 ! j=1 !
a—f+py.
p—1

Acum, pentru j = 1,2,..., = fie t; restul Impartirii prin p a lui jg. Evident

catul este [%], deci jg = [%] -p+t;. Facand j =1,2, ..., p%l si sumand obtinem:

p—1

q(p® —1) _ “, _ - %
s =p st )t —p~5(p,Q)+;xj+]Zyj

)

<.
Il
—

2 _
sau TQ(p Do postpg)+a+8.

= pls(p,q) — 9] + 28.
Deoarece p si ¢ sunt primi impari si v’ 8_ 1 € N, deducem ci s(p, q) —g = 0(mod 2),
astfel e () = (=1)7 = (=1)*@.
Schimbénd rolul lui p cu ¢ deducem cii (£2) = (—1)*(@2), de unde

2 -~ 2
Cumpig_—l:a—ﬂ—i-p-gdeducemcr?)u(q—l)é(gpi1>

(=

Ay () = (m1)peatser) — ()T B
q p

Legea reciprocitatii patratice a fost intuita de Euler, formulata de Legendre si
desavarsita de Gauss.

Aplicatie. Fiegy =1009 si a =45 =32-5. Avem

45 v _ (.3 5 y_ (.5 y_ (1009

(1009) = (1009) (1009 = (1o009) = (75 )(-1)

deci 45 este rest patratic modulo 1009 (adica 45 este patrat In Zjyyg)-

1009-1 5-—1
it (1009) (9

9} (Ne}

4.3 Alte cazuri particulare ale teoremei lui Dirichlet

Dupé cum am vizut, pentru orice numéar prim p, (%) = (—1)%(conf0rm Corolarului
4.1.4). De aici deducem ca 2 este rest patratic modulo p pentru p de forma 8k 4+ 1 si
non-rest patratic pentru p de forma 8k +3 (cu k € N¥).
Propozitia 4.3.1. Ezistd o infinitate de numere prime de forma 8n-1, n € N*.
Demonstratie. Fie n € N,n > 2; atunci numarul N = 2(n!)2 — 1 > 1 are cel putin
un divizor prim p impar care nu este de forma 8k+1 (caci N este de forma 8k —1 iar daca
toti divizorii primi impari ai lui N ar fi de forma 8k + 1, atunci si NV ar trebui sa fie de

12
aceeasi forma). Atunci p | N < 2(n!)? = 1%(mod p), de unde deducem ci (M) =1.

1)2
2(7;)) ) = (%)(%‘)2 = (%)7 deci (%) =1, adica p trebuie sa fie de forma 8k+£1.

Cum p nu este de forma 8k + 1 raméane doar ca p prim trebuie sa fie de forma 8k — 1.

Insa (
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Cum p | N deducem ca p > n. Am probat deci ca pentru orice n € N;n > 1, exista
un prim p > n de forma 8k — 1.

Sa presupunem acum ca avem un numar finit de numere prime de forma 8k — 1 si
anume ¢i, g, ---, gt

Considerand numarul n = 8¢ ...q; — 1, conform celor de mai inainte exista un numar
prim de forma 8% — 1 (adicd un ¢;) astfel incat ¢; > n, ceea ce este absurd. B

Propozitia 4.3.2. Ezistd o infinitate de numere prime de forma 8n + 3,n € N*.

Demonstratie. Fie n > 1 si a = paps...p, (unde p,, este al n-lea numar prim).

Cum a este impar, a? va fi de forma 8t+1 iar N = a?+2 va fi de forma 8t+3. Daci
orice divizor prim al lui N este de forma 8t + 1, N insusi este de aceasta forma -absurd!.
Deci N are cel putin un divizor prim impar p ce nu este de forma 8t + 3 sau 8t + 5.

Cum p | N = a® + 2 deducem ci a? = —2(p) si deci (;2) =1

p
VR — p—1 p2—1
Insé, (Z2) = (FH)(2) = (-1)"7 (-1)
Daca p = 8t + 5 atunci (_72) = —1 absurd, de unde concluzia ca p este de forma

8t + 3. Insi din p | a® + 2 deducem ci p > p, si astfel avem o infinitate de numere prime
de forma 8¢ + 3. A

Propozitia 4.3.3. Ezistd o infinitate de numere prime de forma 8n+5, cun € N*.

Demonstratie. Fie n > 1 natural si a = pops...p,. Cum a este impar, N = a? + 4
este de forma 8t + 5.

Daca toti divizorii lui N ar fi de forma 8¢ + 1, atunci si N ar fi de aceeasi forma
ceea ce este imposibil.

Atunci N ar trebui sa aiba un divizor prim p de forma 8t + 3 sau 8t + 5.

Daci p = 8t + 3 atunci din p | N = a® + 4 = a® = —4(mod p), deci (%4) =1si
astfel (_74) = (_71)(%)2 = (71)% sicum p =8t +3 = (_74) = —1, contradictie!

Deci p este de forma 8t + 5 si astfel din p|a® +4 si a = paps...p, deducem ci p > p,,
de unde rezulta imediat ca avem o infinitate de numere prime de forma 8n + 5. W

Observatie. Din legea reciprocitatii patratice deducem

Corolar 4.3.4. Existd o infinitate de numere prime de forma 5n — 1, cu n € N,

Demonstratie. Fie n € N*,n > 1iar N = 5(n!)? — 1. Cum N > 1 si este impar,
atunci N, cum nu este de forma 5t + 1, va avea cel putin un divizor prim p(p # 5) ce
este de forma 5t + 1. Evident p > n.

Cum p | N = 5(n!)? = 1(mod p), adica (

Avem ca p # 5 poate sa fie de forma 5k‘

Dacd p = 5k £ 2, atunci (%) = ( )

deducem ca (%) = —1, contradictie!

)=1. Atunci si (%) =1.
1 sau 5k £+ 2.
(EH@) s cm () = 1,(3) = 1,

|+~3\cn

Cum am vazut ca p nu poate fi de forma 5k 4+ 1 deducem ca p trebuie sa fie de
forma 5k — 1. De aici corolarul rezulta imediat.

Observatie. Din demonstratia Corolarului 4.3.3 deducem ca numarul prim p este
de forma p = 5k — 1(k € N). Evident k = 2¢, deci p = 10t — 1.

De aici rezulta
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Corolar 4.3.5. Ezistd o infinitate de numere prime de forma 10n —1,n € N*.
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Capitolul 5

Fractii continue

5.1 Fractii continue. Proprietati elementare

Vrand sa construiasca un planetariu cu roti dintate, Cristian Huyghens (matematician,
fizician si astronom, 1629-1695) a avut de rezolvat problema: care raport intre numéarul
de dinti a doua roti care se angreneaza (egal cu raportul duratelor lor de rotatie) este mai
apropiat de raportul « dintre duratele de rotatie ale planetelor respective. Din motive

tehnice, numarul de dinti de pe o roata nu putea sa fie prea mare.

O problema similara a aparut la alcatuirea calendarului: ce numar p de ani bisecti
(de 366 zile) trebuie pus intr-un ciclu de ¢ ani pentru ca durata medie a anului cal-
endaristic, A, = % = (365 + g) zile, sa fie cat mai aproape de durata reala
A = 365,24219878... zile ?

Calendarul iulian a ales ¢ = 4,p = 1. Calendarul gregorian, dupa care traim
introdus la sfarsitul secolului XVI, l-a aproximat mai bine pe A, alegind ¢ = 400 si
p = 97; anii bisecti sunt acei multipli de 4 care nu sunt multipli de 100, exceptie facand
multiplii de 400. Anul nostru calendaristic dureaza deci 365 + 219()l = 365, 2425 zile. Alte
alegeri, ca p = 8,¢q = 33, sau p = 31,¢q = 128, ar fi dus la 365,24(24) sau 365,24218...,

dar nu era comod sa avem un ciclu de 33 sau 128 de ani.

Asemenea probleme de aproximare cu numere rationale apar in numeroase domenii.
O solutie este data de fractiile continue. Dupa cum vom vedea, fractiile continue pot fi
folosite cu succes si la rezolvarea unor probleme care, cel putin aparent, nu au legatura

cu aproximarea numerelor.

Fie a € Q. Atunci putem scrie a = g, cup€eZsiqeN".
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Facand mai multe Impartiri cu rest gasim ca pentru un anumit k¥ € N avem:

p = agq+q1,0<q <gq
= a1q1+¢@,0<q@<q
g = a2q2+q3,0<qg3 <qo
Qk—2 = Qr—1Qk—1 +qr, 0 < qr < qr—1
Q-1 = Qkqk,

unde ag € Z iar ay,...,ar € N*. Conform algoritmului lui Euclid, ultimul rest nenul g

este cel mai mare divizor comun al lui p si q.

Sa observam ca numerele ag,aq, ... depind numai de «a, nu si de reprezentarea %:
1
ap = a],a1 = [%] = [a —ao]’ etc.
Cunoscand caturile ag, aq, ..., a, putem scrie: o = ag + %1
a1 +
. 1
Fan
Convenim sa scriem asemenea fractii etajate sub forma:
1,1 1]
o =ag+ + + .+ 1
°Far o T g o

In fractia de mai sus, ag € Z iar aq,...,a; € N.
Scrierea lui « sub forma (1) nu mai este aga de simpld daci « este irational;

Procedand ca mai sus obtinem ag = [a] € Z. Evident oy = s>l din nou

a—a
dacd a1 = [ay] € N, atunci ay = ﬁ > 1.
Putem scrie ca o = ag + A + 1—‘ Continuand procedeul obtinem scrieri interme-
Jar o
2
diare de forma W 0 |
1 1
=agp + + + ...+ . 2
N I P T @

Sa observam ci procesul de scriere al lui a sub forma (2) poate continua atata timp
cat ay, ¢ N. Dupa cum am vazut, dacd a € Q, pentru un anumit k£ € N, oy € N.
Daca insd o ¢ Q, acest proces poate continua oricdt de mult, deoarece fiecare

ai ¢ Q. Se obtine astfel o fractie etajata infinita:

1
|a| + |a‘ ot T
este pus conventional: nu gtim deocamdata ce reprezmta membrul drept. S& comprimam

AL + ...(3) Semnul egal de mai sus

o =ag+
si mai mult scrierea fractiilor etajate (1), (2), (3), notandu-le [ag; a1, a9, ..., a,] pentru
(1), [ao; a1, az, ..., Gn, any1] pentru (2), si [ao; a1, az, ...] pentru (3).

Vom prezenta in continuare cateva proprietati ale fractiilor continue.

Pentru o fractie continud [ag; a1, az, ..., an,...] (unde ag € Z iar a, € N* pentru
n > 1) s notdm
_Pn _
T = — = [ag; a1, a2, ..., ap]-
qn

Numerele 7, sunt, evident, rationale gi se numesc redusele fractiei continue.
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Observatie. Fractia continud [ag; a1, asg, ..., am, 1] se poate scrie mai scurt [ag;a,
ag, ...,am + 1]. Cu conventia ay > 2, scrierea [ap;ai,as, ..., a;] a numerelor rationale
neintregi este unica. /

Fie ‘g = [ap; a1,a2, ..., ay] s % = [a1; az,as, ..., ay). Se vede c& legatura dintre cele

/ /
doud numere este £ = ao—l—% . Daca % este o fractie ireductibila, atunci si

q
ireductibild, deci putem afirma ca, daca si % este o fractie ireductibild, atunci p = p’ag+q
sig=p". (4)
Aceasta observatie aratd cd maniera naturalda de a calcula valoarea unei fractii

/ /
P T g ,+ q este
p

continue finite este exact inversul algoritmului de dezvoltare in fractie continua. Intr-
adevar, dacd a = [ag;a,as,...,a,], atunci o, = aT" este o fractie ireductibila, deci
formulele (4) permit calculul lui a,—1 = [ap—_1;@y], apoi al lui ap—o = [an—2; an-1],
etc. Aceasta modalitate de calcul poate deveni laborioasa pentru n destul de mare gi nu
sugereaza nimic despre calculul ,,valorii” unei fractii continue infinite.

Propozitia 5.1.1. Numaratorii si numitorii reduselor verificd relatile:

Po = @o,p1 =aoa1 + 1., put1 = Gni1Pn +Pn-1(n=1,2,...) (5)
o = Lgi=a1,.qnt1 = Gny1qn + gn-1(n =1,2,...).
. ag . 1 ajap +1 . . _
Demonstratie. Avem % =aqp = TO’ % =ap+ ar = % s % = [ao; a1, as] =
ap + —22 _ @(matl) a0 _ g +p0, deci relatiile (5) se verificd pentru

asa; +1 — azay +1 a2q1 + qo
n=1.

Presupunem ca ele sunt adevarate pentru n < k — 1 gi aratam ca sunt adevarate si

pentru n = k. Avem

DPi+1 _ . _ . _ .
QkL = [ag; a1, ..., ap+1] = [ao; an], unde a1 = [a1;ag, ..., Ap41].
/ / /
Fie %, p—,l, e Z—F = a; redusele fractiei a;. Conform ipotezei de inductie,
o @1 k
/ / /
Pr = QkPg—1t+ P2
/ / /
G = akGr—1+qr_o-

Pe de alta parte, din (4), avem

P+l = QoDy + Qi Gkl = D,
Pk = oDk 1+ Q1> qk = D1
Ph—1 = QoPj_2 + Gl Th—1 = Ph_o,
si deci,
Qet1 = Pr = Qpy1Pp_ 1 + Do = Gy1qk + Gh—1,
Pht1 = oDy + G = ao(ari 1Pk 1 + Do) + Ghi1Qh_1 + Gh_o

= art1(aopy_1 + Qp_1) + A0Py_o + Q_g = Ak 1Pk + Pk—1-
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Folosind principiul inductiei complete, propozitia este demonstrata. Wl

In demonstratie nu am folosit faptul ca a,y; este natural, prin urmare, aplicind
relatiile (5) cu ay,41 In loc de ay,41, obtinem

Propozitia 5.1.2. Dacd o = [ag; ay, ..., an, Qpi1] atunci

o = Qn+1Pn + Pn—1 ) (6)
Qn+1Gn + Gn—1

Relatiile de recurentd (5) permit calculul ugor al girului reduselor unei fractii con-
tinue. Este comod s& punem p_; = 1 gi ¢_; = 0; relatiile (5) sunt valabile atunci si
pentru n = 0. Redusele se obtin completand de la stanga la dreapta tabelul:

a ‘ Qo aq as Ap+1
p|1l po=a p1 P2 - Aui1Pnt+Pn1
q|0 qo g1 G2 - OpgiQn + Qn—1

Ezemplu. Fie a = 5 Avem a9 = 1,a — aqp = @,al = 2 =

V5 —1
2(\/54+1):\/52+1

=a,deciag =ap sl a1 = a.
Este usor de vazut ca o, = « si a, = a9 = 1, pentru fiecare n natural. Fractia
continua atagatd este, deci [1;1,1,1...]. S& calculam cateva reduse:
al 11111 1 1
pll 1 2 3 5 8 13 21

ql0 1 1 2 3 5 8 13
Propozitia 5.1.3. Au loc relatiile

nPn—1 — Pndn—1 = (=1)",n >0 (7)
qnPn—2 — Pndn—-2 = (_Dn—lan’n >1 (8)
_ =
Tn—17="n = QnQn—l’n =1 (9)
(1

Mpg — Ty = ~F——— N > 2 (10)
qndn—2
Demonstratie. Deoarece gy = 1,pg = ap,q—1 = 0,p—1 = 1 avem qop—_1 — pog—1 =
(—1)%, deci relatia (7) este adeviratd pentru n = 0. Presupunem c& pentru un n avem
dnPn—1 — Pnqn—1 = (_1)
Folosind (5)7 avem qn+4+1Pn — Pn+14n = (anJrIQn + anl)pn - (anJrlpn +pn71)qn =
_(annfl _pnqnfl) = (_1>n+1_
Deci am demonstrat prin indutie relatia (7).

n

Folosind intai (5), apoi (7), avem : @upn—2 — Pndn—2 = (Angn-1 + Gn-2)Pn—2 —
(anPrn—1 + Pn—2)tn—2 = an(@n-1Pn—2 — Pn—1qn—2) = (—1)"'a, adici relatiile (8).

Relatiile (9) si (10) sunt simple transcrieri ale lui (7) si (8) si astfel propozitia este
demonstrata. l

O consecinta imediata a relatiilor (9) si (10) o constituie:

Propozitia 5.1.4. Au loc inegalitatile

T < Ty <y < ... <75 < mg < Tq.
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Fie a = [ag; a1, ..., n, @py1] un numér real oarecare. Folosind (6), avem:

On+1Dn + Pn—1 _ Pn 4nPn—1 — Pnin-1 (_1)n

ni1@n + -1 G G(@ni1 +@u-1)  @n(Gnant1 +qn1)’

a—m, =

Egalitatea obtinuta arata ca redusele de ordin par sunt mai mici decat «, iar cele
de ordin impar sunt mai mari decat «. Intru-cat au,+1 > an41 avem si

1 1 1
o — 7| = < = )
qn(‘]nanJrl + anl) Qn(Qnan+1 + anl) dndn+1
Egalitatea din mijloc este posibilda numai daca a,+1 = a,+1, deci daca a este
rational si « = m,41. Pe de alta parte a,4+1 + 1 > ay41, deci:
1 1 1
oo — | = > =

G (@nnt1+ @n-1) ~ @ldn + (@nant1 + @n-1)] (G + gn-1)’

Rezumand cele de mai sus, am demonstrat:
Propozitia 5.1.5. Dacd a = [ag; a1, ..., Qn, ny1] , atunce
1 Pn 1

e
@n(Gn + qn-1) an gngn+1

(11)

egalitatea din dreapta avand loc numai daca o = ]%

Suntem in masura sa dam sens egalitatii din (3). Din (5) este ugor de dedus ca,
pentru fractii continue infinite, ¢, 41 > ¢, Incepand cu n =1 si deci ¢, > n.

Pornind de la un numaér irational «, sirul (m,),>1 aproximeaza din ce in ce mai
bine numéarul «. In limbajul analizei matematice asta inseamna ca nh_}ngo 7, = . Daca
pornim de la o fractie continué infinitd, Propozitia 5.1.4, impreuna cu (9), garanteaza ci
sirul (7, )n>1 converge. Lisdm in seama cititorului si arate cd fractia continud atagata
acestui numar este tocmai fractia continua de la care am plecat. Ideea demonstratiei este
urmatoarea:

Daca
[ag; a1, ..., a2n] < B = [bo; B1] < [ao; a1, ..., G2n, G2nt1],
atunci
bo = ag si [a1; az, ..., agny1] < Bi = [b1; Ba] < [a1;ag, ..., azn].
Sa mai demonstram o proprietate a reduselor:
Propozitia 5.1.6. Fie ag > 1,% = lag; a1, ..., an_1] $i pz = [ap; a1, ..., ap).

1 q
Atunci [ap; an—1, ..., a0] = pf: §i [an;an—1,...,a1] = qgr_ll
Demonstratie. Procedam prin indutie dupa n.
— o 1—@a1+1 _p1 ag _ Po
Pentrun—l,[ao,al]—l =TS
cal= a1 +1 _ p1 @
Avem [ay;a0] = W= = = o
Presupunem afirmatia adevarata pentru n. Atunci:
1 qn—1 An+14n + dn—1 qn+1
Apg1;Gny ey @) = Qo] + —————————— = Qpyq + = = .
[ e " ] nr [an; Ap—1y ooy (11] nt dn dn dn
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Tot cu ajutorul lui (5), avem si

1 _ Pn—1 _ Gn41Pn +Pn—1 _ Pn+1
T 7 = Qp41 + — — .
[an; an—1, ..., a0 Pn Pn Pn

[anJrl; Apyy eeey aO] =apy1 +

ceea ce trebuia demonstrat. l

5.2 Aproximari ale numerelor reale prin numere rationale

Vom prezenta in continuire cateva chestiuni legate de aproximarea numerelor reale.

Fie a un numar real. Problema aproximarii lui cu numere rationale are urmatoarea
interpretare geometrica. In planul zOy consideram dreapta (d) de ecuatie y = ax si
reteaua de puncte ,laticiale” din semiplanul drept, adica multimea punctelor de coor-
donate intregi (¢,p) cu ¢ > 0 (vezi Fig. 2). Ciutdm puncte P(q,p) pentru care g este
aproape de «, adica puncte P(q, p) situate ,,aproape” de dreapta (d). Aceasta apropiere
o putem masura prin abaterea dintre pantele dreptelor (d) si OP (de ecuatie y = ) fie
prin distanta de la P la dreapta (d) sau, ceea ce este echivalent, prin lungimea |qa —p|
a segmentului PQ, unde @ este punctul de pe dreapta (d) care are abscisa egald cu P.

p

Vom spune ca 6 este o cea mai bund aprorimare de speta intai a lui o daca pentru

orice altd fractie 2 q” cul < ¢ <qavem |a— f| < |la— q; |. Numarul g se numeste o
cea mai bund aproximare de speta a doua a lui a dac |qa — p| < |¢’a — p'|, pentru orice
(¢',p') # (q,p) pentru care ¢’ < q. Se vede imediat c& orice cea mai buna aproximare de
speta a doua este gi o cea mai buna aproximare de speta intai. Ne ocupam aici numai
de cele mai bune aproximari de speta a doua si le vom numi pe scurt cele mai bune
aproximari.

Propozitia 5.2.1. Orice cea mai buna aproximare a lui o este o redusd a fracties
continue a lui a.

Demonstratie. Fie £ o cea mai bund aproximare a lui a = [ap; a1, ..., Gn,y -]

Daca % < ap(= 7r0)q, atunci |1 - o — ag| = |a — g—8| < |a— g|, deci % n-ar fi o cea
mai buna aproximare.
Daci % > Zi (= m) atunci o — f| > |f - —| gqr (céci avem urmatoarea
ordonare deci |qa — p| > l.
Pe de alta parte, dm (11) 6111 = all > |1-a— ag| si, din nou, 6 nu ar fi o cea mai
buna aproximare. Am stabilit deci cd 7o < p/q < 7.
p p

g u coincide cu nici o redusa a lui a. Atunci q
doua reduse 7,1 $i m,+1, cu rangurile de aceeasi paritate. Avem

Presupunem ca este cuprins intre

1 _ 1
|£ Pn— 1|> 1|£ Pn— 1|<pn Pn 1|:

q dn—1 qqn—1 q dn—1 dn dn—1 qnQdn—1
de unde deducem ¢, < q. Pe de alta parte,

1
ja— 2| > B Pncty s
dn dn—1 dnqn—1
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deci |ga —p| > Qn%l si din (11), in+1 > |gna — pp| adicd g, < g si |gna —pn| < |ga—pl,
p

in contradictie cu faptul ca q este o cea mai buna aproximare gi astfel propozitia este

demonstrata. W
Observatie. Daca « este rational si % nu este o redusa a lui «, atunci gasim redusa

Pr culgna = pal < lga = pl s gn < q.

Este adevarata gi reciproca:

Propozitia 5.2.2. Orice redusd este o cea mai bund aproximare, cu exceptia even-

Do
q0° a
Observatie. Dacd o = [ag; 2], atunci o = TO nu este o cea mai buna aproximare,

tuald a redusei oy =

caci |1-a —ag| = % =|1-a—ap—1|. In schimb, m; = « este, evident, o cea mai buna
aproximare.

Vom examina numai cazul a # [ag;2]. Fie g—z o redusa a lui a, cu m > 1.
Consideram numerele |ya — x|, unde y € N* y < g, lar x este [ya] sau [ya] + 1.
Fie |yoow — xo| cel mai mic dintre ele. Dacd minimul este atins de mai multe valori y,
am notat cu yo cea mai mica dintre ele; xg este atunci unic determinat, deoarece, daca
lyoa — xo| = |yoax — x9 — 1|, atunci yoao — xg = x9 + 1 — Yoo, deci a = ﬁ%ﬁl este
rational.

Fie a = [ag;aq, ..., ay], cu a, > 2, fractia continua a lui . Avem n > 1 gi deoarece
cazul [ag; 2] l-am exclus, rezulta fie a, > 2, fie a, = 2 gin > 1. Avem 2yy = ¢, =
UnGn—1~+Gn—2 §i 200+1 = pp = @pnpn_1+pn_2, de unde ¢, 1 < yo, dar |g, 1 —pp_1| =
qin = 2—;0 < % = |yoar — pol|, ceea ce ar contrazice alegerea lui yp. Numérul % este deci
0 cea mai buna aproximare a lui « gi, conform teoremei precedente, % = Z—]’:

41, g2, ... este strict crescitor, avem k < m (caci g < ¢y,). Dacd k = m, am terminat,

Cum girul

daci, insd, k < m, atunci, folosind (11), avem

1 1 1 1
lgra — pi| > > > = > |gm@ — Prm|
W+ Ght1  Gm-1+Gm  Gm1 + Gmt1@m  Gmt1 " "

ceea ce ar contrazice definitia lui yo.
In prima parte a demonstratiei am ariitat cii, exceptand numerele o = [ag; 2], ludnd
un g € N* (in locul lui g,, ), existd o cea mai bun& aproximare %(deci o redusa a lui «)
v . v . 1 . .
cu yo < q. In cazul ¢ = 1, aceasta cea mai buna aproximare este my sau ail—i_— si deci, mg
este o cea mai bund aproximare a lui «, exceptand cazul cand ¢ = 1, deci & = [ag; 1, ...].

5.3 Fractii periodice si pur periodice

In continudre ne vom ocupa de dezvoltarea in fractii continue periodice a numerelor
irationale patratice.
Definitia 5.3.1. Fractia continud infinitd [ag;aq,...] se zice periodicd daci exista

h e N*si ke N* cua, = apipe1 pentru fiecare n > k. Convenim s notam o asemenea
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fractie continud cu [ag; a1, ..., Gk—1, Tk, Cht1, s Chih)-

Pentru asemenea fractii continue putem calcula valoarea mai simplu decat ca limita
a girului de reduse.

Ezemplu. Fie a = [1;2,2,2,2,...].Avem o = [1; a1], unde a1 = [2;2,2,2,2,...] = [2].
De asemenea, oy = [2; an], unde oo = aq, deci oy =2+ 0%1, adicd a2 —2a; — 1 =0, de
unde a; = 1+ V2. Revenind la a, obtinem a =1 + ail =2.

In general, dacd a = [ag; a1, ..., Gx—1, Gk, Gkt 1, - Gkth] » atunci

o = [@kT Ar3 15 - lrh] = Apgn+ s, conform lui (6)

_ ODk—1 + Pk—2 _ QkPk+h T Dkth—1

QRQk-1 + Qo2 OkQoth + Qoth-1

Din a doua egalitate urmeaza ca «j este radacina unei ecuatii de gradul doi cu
coeficienti Intregi
Aai 4+ Bap, +C =0
iar prima egalitate ne da
_ —Qk—20+ DPr_2
10— pr

«

de unde:

Alpr—2 — aqi—2)* + B(pr—2 — aqp—2)(agqs—1 — pr—1) + C(aqr—1 — pr—1)*> =0

deci si « este radacina a unei ecuatii de gradul doi cu coeficienti intregi.
Definitia 5.3.2. Numerele irationale, radacini ale unei ecuatii de gradul doi cu
coeficienti intregi (nu toti nuli), se numesc irationale patratice.
In anul 1770, Joseph Louis de Lagrange (1736-1813) a demonstrat urmatorul rezul-
tat
Propozitia 5.3.3.(Lagrange) Un numdr irafional este pdtratic dacd si numai dacd
fractia sa continud este periodicd.
Demonstratie. Am aratat deja ca orice fractie continua periodica este un irational
patratic.
S& presupunem acum ci « este radicing a ecuatiei cu coeficienti intregi Az? + Bx +
C =0, unde A # 0 si 0 < B? — 4AC nu este patrat perfect.
Fie a = [ag; a1, ..., @1, ). Cu relatia (6), avem
_ QpDp—1 +Ppn—2
C nGn-1+ Gn-2

si, deci,
A(pn—lan +pn—2)2 + B(Qn—lan + Qn—2)(pn—1an + pn—l) + C(Qn—lan + Qn—2)2 =0

adica o, este radicina ecuatiei A,z% + B,z + C,, = 0, unde

A, = Ap: 1+ Bpu1@n1+Cqa,  (12)
B, = Apn—lpn—Q + B(pn—lQn—Q + Qn—lpn—Q) + CQn—1Qn—2 (13)
Cn = Ap3172 + Bpn72qn72 + qurQLfQ' (14)
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Sa observam intai ca C,, = A,,—1. Din (7) deducem ca p,—1¢n—2 + gn—1pn—2 este

impar si deci B si B,, au aceeasi paritate. Prin calcul direct se verifica si ca
sz - 4AnCn = (B2 - 4AC)(pn,1qn,2 + qnflpnfg)z S 32 —4AC. (15)
Folosind insa faptul ci Aa? 4+ Ba + C = 0, relatia (12) se scrie:

A, = Ap: 1+ Bpu-1¢n-1+Cqi_1 — ¢ 1(Ac® + Ba+ C)

A(png - qula2) + B(Pn-1— Gn—1)qn-1
= (pn—l - aqn—l)(A(pn—l + OZQn—l) + BQH—1)~

Cu ajutorul lui (11), vom avea

1 1
|An| < *‘A(pn—l + QQn—l) + Bpn—1| < |A(pn—1 + OZQn—l) + Bpn—l‘
n n—1
Pn—-1 Pn-1
< \A||q Jr04\+|B|§|A\(|q —a|+2]al) + [B| < |A[(1+2]a) + |B].

Vedem de aici ca sirul de intregi A,, ia un numar finit de valori si deci C,,(= A, —1)
ia un numar finit de valori; in fine, din cauza lui (15), @, ia un numér finit de valori.
Rezulta ca pentru anumiti k, h, vom avea o = Qgypt1-

Este usor de dedus de aici c& ar = @k4h+1,0k+1 = Qk+1+h+1 S prin inductie,
Gn = Apyh+1 Pentru n > k, deci fractia continua a lui a este periodica. W

Cele mai simple fractii continue periodice sunt cele pur periodice(adica cele pentru

care ag = a, + 1). Fie deci o = [ag; a1, .-, Gn) 0 fractie continud pur periodica. Avem
QPn + Pn—1

G T g1’ adica:

ag = ant1 > 1 si @ = lag;ay, ..., an, @], deci, folosind (6), a« =
4n0* + (gn—1 = pn)a — pn—1 = 0.

Pentru trinomul f(z) = ¢,2% + (¢u—1 — Pn)T — Pn_1, avem f(=1) = ¢, — qn_1 +
Pn —Dn-1> O,f(()) = —pp—1 < 0.

Cum, evident, a > ag > 0, deducem ca cealalta radacina a trinomului este cuprinsa

intre -1 si 0. Evident o este de forma PfT\@ %
P++VD
Q

, lar cealalta radacina este

P—-D
Q

Pentru un irational patratic a = , vom nota a = si 1l vom numi pe &
conjugatul lui a.

Definitia 5.3.4. Numarul irational patratic a se numeste redus daca o > 1, iar
a e (—1,0).

Teorema care urmeaza a fost demonstrata in 1828 de Evariste Galois (1811-1832),
pe atunci elev.

Propozitia 5.3.5. (E. Galois) Fractia continud a lui « este pur periodicd dacd i
numai dacd este un irational patratic redus.

Demonstratie. Am vazut mai sus ca orice fractie continud pur periodica este un
irational patratic redus (vom prescurta in continuare prin i.p.r).
aage > lsiar = =1— € (=1,0), ciici ap > 1.
Prin inductie, rezulta ca «, este i.p.r. pentru fiecare n. Stim ca fractia continua a lui

Fie a un i.p.r. Avem a; =
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a este periodicd. Daci nu este pur periodicd, atunci a = [ag; a1, ..., Gk—1, Tk, -, Gkt h),
unde ap_1 # Qgth.

Am vazut insd ca ap_1 = [ag—1; ] este L.p.r. sila fel este ag+n = [ak+n; Aktht1] =
[ak+h,;ozk]. Avem deci &k_l = (ak_1+aik)w = ak_1+aik S (71,0),&]6_;,_},, = Oék+h+&ik S
(=1,0).

TR T -1 1 i
Deducem de aici cd ar—1 € (-1 o 62k) st aptn € (-1 o ak), deci
Ak—1 = Qkyn = [—a%ﬂ]-
Am ajuns la o contradictie, deci o = [ag;az, ..., ar). B
Ce se intampla daca ,,rasturnam” perioada unui i.p.r.?
Propozitia 5.3.6. Fie a = [ag; a1, .-, Gn) $t 8 = [Gon; Gn_1, -, Go]. Atunci a =

Demonstratie. Intrucit o = [ag;aq, ..., an, @] , folosind (6), avem, dupa cum am mai
vazut,

4n@” + (¢n—1 = pn)a = pp—1 = 0. (16)

Cum 8 = [an;an_1, .., ag, ], cu ajutorul Propozitiei 5.1.6 se deduce, analog,
pn—152 + (Qn—l - pn)ﬂ —qn =0,

de unde pn_152 + (qn—1 —pn)g— gn =0,

- 1 1
— B2 n\— = 2 n—1 " Pn)\—™=)  Pn—-1 =0
B (qn( B)Jr(q Pn)( ﬁ) Pn-1)

si, deoarece ecuatia (16) are o singurd radacind pozitiva, a = 1 m
Cele mai simple irationale patratice sunt cele de forma v D, unde D € Q, si

vD ¢ Q. Fractiile lor continue, in cazul D > 1, au proprietiti remarcabile:
Propozitia 5.3.7. Fie D € Q,D > 1,v/D ¢ Q. Atunci

VD = [ap; a1, ..., an, 2a0].

In plus, partea ai,as,...,a, a perioadei este simetrica, adica ar = Qpy1—k, PENLrU
1<k<n.

Demonstratie. Avem ag = [v/D], deci @ = ag ++vD > 1si @ = ag — VD € (—1,0),
deci « este i.p.r. si [o] = 2ag, deci a = [2a9; g1, ..., an]. Deducem de aici ci: vD =
[a0; @1, -y an, 20) §i, incd, —ag + v/D = [0;ay, ., an, 2ag), de unde g "2 —1

—ao+vVD

[a1; ag, ..., an, 2a9].
Folosind Propozitia 5.3.3, vom avea:

1 - _
_E = [2a9; an, ..., a1] = ag + VD =a= [2a0; a1, ..., an]

de unde rezulta a, 41 = a.
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Putem demonstra si reciproca:

Dacid a = [ag;ai,...,an,2a9l, (ag > 1), unde ap = anpi1-k, atunci o + ag =
[2a0; a1, ..., an] si a—ag = [a1; a2, ..., an, 2a0) = [an;an-1,..., a1, 2ap] si, din Propozitia
5.3.3, vom avea a+ag = (—a+ag)™, deci @« = —@, adica In scrierea o = P+T VD, avem

P+Q\/5: _P"CS\/ﬁ,deundeP:O, deci a = \/—25 |

Pe noi ne intereseaza informatia pe care ne-o da Propozitia 5.3.7 despre fractia
continua a lui v/D in cazul D € N, cu VD ¢ Q.

Ezemple 1. S& dezvoltdm in fractie continud numarul o = /5.

:x/5+2
\f— =V5+2=ay, deci V5 = [2; 4].

2. Si gisim fractia continud a lui /7.

Avem ag = 2,71 =

1
a1

H
| S
I —_

a1 =4, a9 = —a

ap = 2,01 = 71_2:\ﬁ3+2
a1=4,a2:\ﬁ3_1:3(\/?6+1):\ﬁ2+1
a2:17a3:\ﬁ2_1:2(\ﬁ+1)\ﬁ3+1
a3:1’0‘4:\ﬁ3_2 (f+2) 4o
a4=47a5=#=a1,d601\f [2;1,1,1,4].

VT-1
Acest sir poate fi destul de lung:

V991 = [31;2,12,10,2,2,2,1,1,2,6,1,1,1,1,3,1,8,4,1,2,1,2,3,1,4, 1, 20,6, 4, 31, 4,
6,20,1,4,1,3,2,1,4,8,1,3,1,1,1,1,2,1,1,2,2,2,10,12, 2,62].

In continufire vom pune in evidentd un algoritm de dezvoltare a lui a = /D in
fractie continud (cu D € N™ astfel incat o ¢ Q).

Avem ay = [v/D], dec1xﬁfa0+a1,dec1a1f\/>

1 \/7+a0

D —ag *ao

= M unde by = ag si ¢1 = D — a > 0 (deoarece ag = [vV/D)).

Avem D — b = ¢;. Continuand obtinem: a; = [a1] i a1 = a1 + 041 , deci

1 1 C1 Cl(\/ﬁ+a101 —bl)

a2 = = = =

ar—ar VDb, VD+bh-ae D — (ayer — b1)?
a1

cl(\/ﬁ—i—alcl—bl) - \/E—i—alcl—bl 7\/5-%{)2

D — b% — a%c% +2a1b1¢;  1-— a%cl +2a1b; Co

unde by = ajcy — by sico =1— a%cl + 2a1b;.
Pentru n € N,n > 2, fie b,y1 = apcy, — b1 $i 1 = cpo1 — a%cn + 2anb, gl sa
aratam ca pentru n > 2:
(1) D -V =cn 1cp.

Vom proba (1) prin inductie matematica relativ la n > 2.
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Pentru n = 2 avem D — b3 = D — (ajc; — b1)? = D — b2 — a3c? + 2a1b1c; =
c1 —a3c? + 2a1bie; = c1(1 — ader + 2a1b1) = cico.

S& presupunem cd pentru n > 2 avem D — b2 = ¢,_1¢,,. Atunci:

D—I)ELJr1 = D—(ancp—b,)?2 = D—b2 —a?c? +2a,b,cn = cp_10n—a2c2+2a,bpc, =
en(Cno1 — a2en + +2anb,) = cpentr §i astfel (1) este adevirata pentru orice n > 2.

Sa aratam acum ca pentru orice n > 1

~VD+b,

Cn

(2) Qp,

Dupa calculele de la inceput avem ca (2) se verificd pentru n = 1, 2.

Daca presupunem ca (2) este verificata pentru n, atunci:

N 1 B 1 B Cn B cn(\/ﬁ—l— anCn — by)
s an—an  VD4b, . VD + b, — ancn D — (ancn — by)?
C?’L n
_ Cn(\/5+bn+1) _ \/5+ bn+1
CnCn+1 Cn+1

(am tinut cont si de (1)), astfel ci (2) este adevaratd pentru orice n € N.
In mod evident ¢; € N. Atunci by = ag = [\/5] < VD siastfel 0 < VD —by < 1,
deci 0 < @ < 1. Cum a; > 1 deducem ca @ > 1. Astfel 0 < @ <
VD +b
1< Tl
S& aratam acum céd pentru orice n € N*

< <1l<

C’IL C’Vl

B 0

(pentru n =1 (3) este adevarata datoritd celor stabilite mai sus).
S& presupunem ci (3) este adeviratd pentru un anumit n gi s o probam pentru
n+ 1.

Conform cu (2) avem % = ap41 > 1 astfel ca
\/E - bn+l _ \/5 — b721+1 _ Cn _ Cn o 1
Cn+1 Cn+1(\/5 + bn+1) \/E + bnt1 \/5 + apc, — by \/E — b, +a
Cn n

\/5 — bn+1

Cn+41
Astfel (3) este adevirata pentru orice n € N.

Daci ¢, < 0 pentru un anumit n € N, atunci din (3) deducem ci D — b, < 0 si
VD +b,, <0, deci 2v/D < 0 - absurd!.

Deci ¢,, > 0 pentru orice n € N*.

In consecinta VD —b, < ¢, <VD+ bp, deci VD —b, <VD+b, si astfel b, >0

pentru orice n € N*.

de unde deducem ca 0 < < 1 (tinadnd cont si de ipoteza de inductie).
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Din (3) deducem c& b,, < VD si astfel ¢, < VD + b, < 2¢/D. Din observatia de
mai inainte deducem cd numarul perechilor (b, c,) este mai mic decit 2D.

_VD+b

Astfel, printre termenii sirului a;,, = ~=z"—" numai un numar finit dintre ei sunt
n

diferiti, fiecare dintre acestia fiind mai mici decat 2D. Astfel, cel putin doi termeni ai
sirului (o, )n>1 sunt egali.
Deci existd k,s € N astfel incat k,s < 2D si (4) ar = agis. Deoarece a1 =

a%[a} pentru n > 1, din (4) deducem c& apt1 = apyst+1 sl mai general, a,, = apqs
n n
pentru n > k.

Astfel, girurile (o, )n>1 §i (@n)n>1 sunt periodice (céci a, = [a,] pentru n > 1).
: D-1b
Fie (5) o, = YD =ba

an = | A ] pentru orice n > 1.
$n+1

Mailmult, cum ap = apts deducem cd af, = aiwk si deci pentru k > 1 avem
ap—1 =[] ==
Lk Lhts _ . .
deducem ca ag_1 = ag4s—1. Repetand rationamentul anterior pentru k > 2 obtinem ca

pentru n > 1; tindnd cont de (1) deducem imediat c&

| = ak+s—1. Tindnd cont de relatiile o,, = a,, + %_H Sl ok = Qg

Qp_o = Qpys—2. Astlel, ayrs = ap $i ants = a,, pentru orice n € N*.
Deducem imediat formulele:

1] 1 1 .1 1] 1 1
-
1

ap=a1+—+..+t—+—sl =as+ —|—...+——|——1
|ag las  Ja1 ~ « las—1 lar L

zy
D 1si 4 > 1 aceste ulti latii ne daw: a, = 2ag = 2[VD],a; =
eoarece g > 1 gi -5 > 1 aceste ultime re atii ne dau: a; = 2a9 = 2[VD],a; =
1
(s—1,03 = Gs_2,...,as—1 = ai(adicd sirul aj, as, ..., as_1 este simetric).

Tinand cont cd dacd = € R si k € N*, atunci [%] = [%] avem (conform cu relatiile
(D): an = [an] = [\/Ec: bn} = [[\/Bc];r b"] = [aoc_;b”], adica a, = [%] pentru

orice n > 1.

Rezumand cele expuse mai inainte obtinem urmatorul algoritm de dezvoltare a lui
VD (cu D € N* astfel incat v/D ¢ Q) in fractie continua.

Alegem ag = [v/D],bg = 0,co = 1 si apoi construim sirurile (an)n>0, (bp)n>0 si

(cn)n>0 cu ajutorul recurentelor :

ag+b
a, = [70% n]
(6) bp = ap_16n_1 — by_1, pentrun > 1.
D—12
Cn = Cpn—1

Construim apoi sirul (be, c2), (b3, c3), ... s gdsim cel mai mic indice s pentru care
bs+1 = by sl csy1 = ¢1. Atunci VD = [ag; a1, - G5)-

Observatie. Conform unei teoreme a lui T. Muir (vezi O. Perron: Die Lehre von
den Kettenbriichen 1, Stuttgart 1954), dacd numarul s de termeni ai perioadei este
par, atunci k = s/2 este cel mai mic indice pentru care by, = by, pe cand dacd s este
impar atunci k = (s — 1)/2 este cel mai mic indice pentru care cxy1 = ck.

Practic se procedeaza astfel:
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Pentru o = VD (cu D € N* astfel incat VD ¢ Q) alegem ag = [VD],by =

0,co = 1 si apoi construim prin recurents §irurile (an)n>07 (bn)n>0 $i (€n)n>0 cu ajutorul

_ b Qg + bn
Cnfl Cn

Calculele se continua pana cand b,+1 = b, sau pana cand c,4+1 = ¢y.

formulelor: (6) b, = an—1¢p—1 — bp—1,¢n = yan = [en = ], pentru n > 1.

Daca b1 = by, atunci v D = [ag; a1, ..., dn_1, G, Gn_1, ---, a1, 2a0] (adicd lungimea

perioadei minime este pard).

Daci i1 = ¢p, atunci VD = [ag;ar, .., An, Gn, -, a1, 2ag] (adicd lungimea pe-
rioadei minime este impar4).

Numerele b,,, ¢, € N sunt cele din scrierea lui «,, [\F + by ],

Ezemple. 1. Fie D = 1009 si a = v/1009. Avem ag = [V/D] = [v/1009] = 31,by =
0, Co = 1.

Conform recurentelor (6) avem:

bl_aoco—b():ao—?)]. Cc1 =

_ 2 2

Co C1
31431 _
[Fzg=]=1
2
Apoi: by = aje; — by = 17,¢0 = W_l5a _[a0+b2] [31—&—717]_3
‘cand di 1009 — b3
Aplicand din nou recurentele (6) gisim by = ascy — by = 28, ¢3 = — t=1=

Co.
Conform algoritmului descris mai inainte avem /1009 = [31;1,3,3,1,62], iar ag =

28 +1\5/1009.
2. FieaeN,a>3,D=a*>—-2sia=+vVD=Va?-2.

Cum (a—1)? = a?—2a+1 < a? -2 < a2, deducem ci ag = [Va% — 2] = a—1. Deci,
b1:aoza—l,q=D—a8:a2—2—(a—1)2:2a—3,a1:[a0+b1] [Za—Q]

) 2a — 3
o D — b3 22— (a—2)?
Continuam, bgzablcl—bl:2a—3—(a—1):a—2,02: 3l 2 - ¢ 2a_(a3 )" _
=8 =20 =[Nt a=lde=2_[s_F-0-2

—_ 2 2 _ o9 _ _9\2
Apoi by = azco — by = (a—2)% — (a—2)—a—2703=D by _a®—-2-(a—2)

b [ 2

4 + —1 —2

0 =20 S =[] = [fyEg=R = :
b4:a303—b3:2a—3—(a—2):a—1,04:Dc_3b4 =4 _22(1__(%_ ) =1,a4 =
b _ _

[aoé; 4]:[a 1-{0, 1]:2a_2

. D — b2

In sfarsgit, b5 = agcs — by = 2a —2—(a—1) = a—1 = by,c5 = e

29 (,_1)\2

a 2 1(a 1) =2a—3=c.
Din cele expuse mai inainte avem s = 4, astfel cd va? — 2 = [a—1;1,a — 2,1, 2a — 2].

Analog se obtine va? + 1 = [a;2a] si Va2 + 2 =|a; a, 2a] pentru orice a € N.
Observatie. Acest paragraf a fost redactat in cea mai mare parte dupa lucrarea [16].
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Capitolul 6

Teoreme de reprezentare

pentru numere intregi

6.1 Reprezentarea unui numar natural ca suma de

doua patrate de numere intregi

Pentru un numér natural n, prin d(n) vom nota numarul divizorilor lui n iar prin d,(n)
numarul divizorilor d ai lui n cu proprietatea c& d = a(mod4). Astfel, d;(n) reprezinta
numarul divizorilor de forma 4k +1 ai lui n iar d3(n) numaérul divizorilor de forma 4k + 3
ai lui n (k € N).

Conform teoremei fundamentale a aritmeticii pe n il putem scrie sub forma n =

2 .n1-necuk €N, ng = 11 p" iar ng = II q°.
p prim q prim
p = 1(mod 4) q = 3(mod 4)

In cadrul acestui paragraf vom da raspuns la urmatoarele chestiuni:

P;. Pentru care numere naturale n existd x,y € Z astfel incat n = 22 + y? (x).

P». In caz ca pentru n fixat ecuatia (*) are cel putin o solutie atunci s se determine
numarul tuturor solutiilor sale.

Observatie. Daci ecuatia (x) are o solutie (z,y) in N x N, atunci in Z x Z ecuatia

(*) va avea solutiile (£x, £y).

Astfel

i) Dacd * = y = 0 atunci cu necesitate n = 0 si ecuatia (%) are o unicd solutie:
(0,0);

ii) Daca = # 0 si y = 0 atunci solutia (z,0) din N x N genereaza patru solutii in
Z x Z si anume: (z,0),(0,z), (—=,0) si (0, —z);

iii) Dacid ¢ = 0 si y # 0 atunci solutia (0,y) din N x N genereaza de asemenea

patru solutii in Z x Z si anume: (0,y), (y,0), (0,—y), (—y,0);
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iv) Daca x # 0,y # 0 si « # y atunci solutia (z,y) din N x N genereaza opt solutii
inZxZ sianume: (z,y), (y,2), (—2,9), (¥, =), (z, ~y), (~y, 2), (=2, —y), si (~y, —2);

v) Dacd x # 0,y # 0 si * = y atunci solutia (z,x) din N x N genereaza patru
solutii in Z x Z si anume: (x,z), (—z, ), (x,—z) si (—z, —x).

Aceasta observatie ne arata ca atunci cand vorbim despre numaéarul de solutii pentru
ecuatia (), trebuie si specificim neapérat urmatoarele:

a) Dacd este vorba de numarul de solutii din N x N sau din Z x Z;

b) Ce intelegem prin solutii distincte? (altfel spus, daca solutiile (x,y) si (y,z)
pentru x # y sunt considerate distincte sau nu).

Pentru a nu crea confuzii in cadrul acestei lucrari vom tine cont de ordinea terme-
nilor in cadrul solutiei (x,y) (pentru z # y) urméand ca atunci cAnd nu tinem cont de
lucrul acesta sa-1 mentionam expres.

FExzemple.

1. Ecuatia 22 4+ y? = 1 are doud solutii in N x N: (1,0) si (0,1) pe cand in Z x Z
are patru solutii: (1,0),(0,1),(-1,0) si (0,—1).

Daca nu tinem cont de ordinea termenilor concluzionsim ca ecuatia x% + y2 = 1 are
o unicd solutie in N x N (pe (1,0)) pe cand in Z x Z are doud solutii (pe (1,0) si (—1,0)).

2. Ecuatia 22 4+ y? = 2 are in N x N o solutie unica si anume pe (1,1), pe cand in
Z x Z are patru solutii si anume: (1,1),(1,-1),(—1,1) si (-1,-1).

Daca nu tinem cont de ordinea termenilor concluzionsim ca ecuatia x% + y2 = 2 are
in Z x Z trei solutii si anume: (1,1),(-1,1) si (—1,-1).

3. Ecuatia 22 + y? = 5 are in N x N doua solutii: (1,2) si (2,1) pe cind in Z x Z
are opt solutii: (1,2),(1,-2),(-1,2),(-1,-2),(2,1),(-2,1),(2,-1), (-2, -1).

Dacé nu tinem cont de ordinea termenilor concluzionam ci ecuatia 2 +y% = 5 are o
unicd solutie in N x N (pe (1,2)) pe cand in Z x Z are patru solutii: (1,2),(-1,2),(1,—2)
gi(—1,-2).

Lema 6.1.1. Daca p este un numar prim de forma 4k+1, atunci

2=

5 )2 + 1 = 0(mod p).

Demonstratie. Scriind ca

-1 =02 PP o= B 1)

deducem imediat egalitatile modulo p:

- 1= ey 2

)=

Conform teoremei lui Wilson (p—1)!4+1 = 0(mod p), astfel ci [(Z 5 1 ))?+1 = 0(mod p).
|

Lema 6.1.2. (Thue) Dacd p € N este un numdr prim iar a € Z astfel incit p 1t a,
atunci exista numerele naturale nenule x,y < \/p astfel incat la o alegere convenabilda a

semnelor + sau - sa avem ax =y = 0(mod p).
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Demonstratie. Daca m = [,/p], atunci (m + 1)? > p si consideram multimea X =
{ax—y:0<z,y <m}. Cum |X| = (m+1)? > p, rezulti ci existd doud perechi diferite
(x1,91), (T2, 92) € X cumr > 22 5ip | (az1 —y1) — (ax2 — y2) = a(z1 — 2) — (y1 — ¥2).

Egalitatea ©1 = x5 este imposibild, cici in caz contrar ar rezulta cd p | y1 — yo
(lucru imposibil caci 0 < y1,y2 < m < /p < p). De asemenea, egalitatea y; = y» este
imposibild, cdci in caz contrar ar rezulta p | a(zq — x2), deci p | 1 — zo - imposibil (cici
0<z, 22 <m < /p<p).

Deci x = 21 — x5 € N* (dacd 2 < 0, atunci notdm = = 29 — 1) gl cum y; —ys € Z7,
existd o alegere convenabild a semnelor + sau - astfel incat y = +(y; — y2) € N*.

Cum z = x1 — 22 < 21 < m < /p, deducem cd 0 < z,y < /p si astfel numarul
ax+b (care la o alegere convenabild a semnelor + si - este egal cu a(x1 — x2) — (y1 —y2))
se divide prin p. B

Teorema 6.1.3. (Fermat) Orice numar prim p de forma 4k+1 se poate scrie ca
suma patratelor a doud numere naturale.

Demonstratie. Consideram a = (&_Tl)' Evident, a € N* si (a,p) = 1.

Conform Lemei 6.1.2, exista o alegere convenabild a semnelor + si - astfel incat
ar +y = 0(mod p). Atunci a®z? — y* = (az + y)(ax — y) = 0(mod p) si conform Lemei
6.1.1 a> + 1 = 0(mod p), de unde deducem ci a’x? + 22 = 0(mod p) iar de aici ci
(a*2? + 2?%) — (a?2? — y?) = 22 + y? = 0(mod p), adicd putem scrie 22 + y* = kp cu
ke N™.

Cum z,y < /p deducem ca 22 4+ y? < 2p, adica kp < 2p, deci k < 2, adica k = 1
(cci z,y € N*). Deducem ci p = 22 + y? si astfel Teorema lui Fermat este complet
demonstrata. H

Corolar 6.1.4. Dacd n € N* contine in descompunerea sa in factori primi numaz
numere prime de forma 4k+1, atuncin se poate scrie sub forman = x> +y* cux,y € N.

Demonstratie. Totul rezulta din Teorema 6.1.3 gi din aceea ca un produs finit de
expresii de forma 22 + y? este de aceeasi forma (conform identitatii (z2 + y?)(2% +t?) =
(zz +yt)? + (2t —yz)?). A

Vom demonstra acum ca scrierea unui numar natural ca suma de doua patrate de
numere naturale este unica, daca nu tinem cont de ordinea termenilor.

In fapt, vom demonstra o propozitie mai generala :

Propozitia 6.1.5. Fieca,b € N. Dacd un numar natural prim p se scrie sub forma
p =ax?+by? cux,y € N, atunci aceasta scriere este unicd (cu conventia cd in cazul in
care a = b =1 sa nu tinem cont de ordinea termenilor).

Demonstratie. Sa presupunem ci p are doud descompuneri: p = ax? + by? =
ax? + by? cu x,y,21,y; € N.

Atunci p® = (azzy 4 byyr)? + ab(zys — yz1)? = (azzy — byyr)® + ab(zy; + yr1)? §i
cum (azz1 +byyr ) (wyr +yz1) = (ax? +by?)z1y1 + (a2? +by?)xy = p(z1y1 +2y) deducem
cd p | axxy + byyy sau p | zy1 + ya;.

Daci p | axz1+byy;, atunci din prima reprezentare a lui p deducem c8 zy; —yz1 =0
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si deci wy; = yx1,p = axwy + byy1, pr = (ax? + by?)x; = pr1, de unde x = 1 si atunci
Y=

Daca p | zy1+yz1, atunci din a doua reprezentare a lui p deducem c& azx; —byy; =0
si p? = ab(zy1 + yr1)?, de unde a = b = 1.

Vom avea deci p = 2y + yz1 si z1 — yy1 = 0, de unde px = (2% + y?*)y1 = py1,
adicd © = y; si din p = 22 +y? = 22 + v}, deducem ci y = x; (astfel ci in acest caz
descompunerile se pot deosebi doar prin ordinea termenilor). Hl

Observatii.

1. Din propozitia de mai inainte deducem ca dacid numarul natural n poate fi
reprezentat in cel putin doud moduri diferite ca suméa de doud patrate de numere naturale
(cu conditia s& nu consideram diferite descompunerile ce se deosebesc numai prin ordinea
termenilor), atunci cu necesitate n nu este prim.

De exemplu, din egalitatile 2501 = 12 + 502 = 102 + 492 deducem ca numarul 2501
nu este prim.

2. Daca numarul n are doar o singura descompunere intr-o suma de doua patrate
de numere naturale, nu rezultd cu necesitate ca n este prim.

De exemplu, se demonstreaza cu ugurinta ca numerele 10, 18 gi 45 au descompuneri
unice sub forma 10 = 12 + 32,18 = 32 + 32,45 = 32 4 62 si totusi ele nu sunt numere
prime ( se subéntelege cd nu am tinut cont de ordinea termenilor).

Putem acum raspunde la chestiunea P; formulata la inceputul paragrafului:

Teorema 6.1.6. (Fermat-Euler) Un numdr natural n (scris sub forma n = 2Fnyns
ca la inceputul paragrafului) se poate scrie sub forma n = 2% + y? cu x,y € N dacd si

numai dacd toti exponentii s din scrierea lui ny sunt numere pare.

Demonstratie. Revenim la scrierea lui n sub forma n = 2knins cu k € N,
ny = [I psing = [I q°.
p prim q prim
p = 1(mod 4) g = 3(mod 4)

Cum 2 = 12 + 1% iar conform Teoremei 6.1.3 fiecare factor prim p = 1(mod 4) din
scrierea lui nq se scrie sub forma z? + y? cu z,y € N deducem imediat ci n; se poate
scrie sub aceeasi forma si aceeasi proprietate o va avea si 2Fn; (adica 28n; = 22 + 12 cu
z,t € N).

Daca presupunem ca fiecare exponent s din scrierea lui no este par, atunci in mod
evident ny = m? cu m € N si atunci n = 2¥nyny = (22 +t2)m? = (2m)? + (tm)2.

Reciproc, fie n € N ce se poate scrie sub forma n = 22 + 32 cu z,y € N si s&
demonstram c& dacd ¢° este cea mai mare putere a unui numar prim ¢ = 3(mod 4) ce
intrd in descompunerea in factori primi a lui n (de fapt a lui ng) atunci cu necesitate s
este par. Presupunem prin absurd ci s este impar. Daci d = (z,y), atunci d? | n si daca
notdm x; = % siyr = %,nl = %, obtinem ci ny = 2% + y? cu (z1,11) = 1.

Conform presupunerii, s este impar iar d® (prin care am impartit egalitatea n =

22 4+ y?) contine eventual o putere pard a lui g, deducem ci ¢ | n; si ci ¢ nu divide
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simultan pe 1 si y1 (s& zicem ca q 1 y1).

Privind acum egalitatea ny = 2% + y} in Z, deducem ci 0 = 2% + y? si cum am

presupus ci g 1y deducem ci 0 = z2(y; )2+ 1 & (r1y71)? = —1 de unde (_71) =
(z1y;1)? _
o Sy g,
g—1 .
Insa in cadrul Capitolului 4 am stabilit ca (_Tl) = (-1)"= i cum g = 3(mod 4)
deducem ci 4 5 1 este impar, astfel ca (_Tl) = —1, absurd.

Deci s este par. Rationand inductiv deducem ca toti exponentii s din descom-
punerea lui no sunt pari si cu aceasta teorema este demonstrata. l

Pentru a raspunde la chestiunea P, de la inceputul paragrafului avem nevoie sa
reamintim anumite chestiuni legate de aritmetica intregilor lui Gauss, Z[i] = {a + bi :
a,b € Z}. Se cunoaste faptul ca (Z[i], +,-) este un inel comutativ in care U(Z[i],+,) =
{%1, £i}, precum si faptul ci elementele prime din Z[i] sunt (pana la o multiplicare cu
+1 sau +4) urmatoarele:

(i) 1 £

(ii) Numerele prime p din N cu p = 3(mod 4);

(iii) Numerele de forma a + bi cu a,b € N* si a® + b? = p, unde p este un numar
natural prim si p = 1(mod 4).

Reamintim c& descompunerea numerelor din Z[i] in factori primi este unicd (in
ipoteza ca nu se tine seama de multiplicdrile cu +1, &4, i de ordinea factorilor).

Pentru z = a + bi € Z[i] definim norma lui z prin N(z) = a® + b*. Evident, daci
N(z) = pcupprim, p = 1(mod 4), atunci a # b (cici in caz contrar p = 2a? = 0(mod 2)).

T

Fie acum n € N scris sub forma n = 2¥nqng cu k € N,n; = 11 p" iar
p prim
p = 1(mod 4)
ng = 11 q°.
q prim
q = 3(mod 4)
Atunci descompunerea lui n in factori primi in Z[i] va fi:
n=[(1+i)(1—14)]kn;- 11 [(a+bi)(a—bi)]" II q° (unde
a?+b2=p ¢ prim
p prim q = 3(mod 4)
p = 1(mod 4)

r ¢l s variazd o data cu p si q).

Tinand cont de unicitatea descompunerii lui n de mai inainte deducem ca fiecarei
reprezentiri a lui n sub forma n = u? + v? = (u + iv)(u — i) (cu u,v € Z) ii corespund
pentru u + v si u — iv descompuneri de forma:

(%) wtiv = it (1= i) T]l(a+bi)™ (a — bi)™] - ¢
() wtiv = i1+ —)" - ]l(a+bi)(a - bi)"] - g™
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cute{0,1,2,3} k1 + ko =k, ri+ra =175l 51+ 89 = s.

Observam ca factorii primi asociati lui v + iv determina in mod unic factorii primi
ai lui u — v (si reciproc).

De asemenea, fiecare pereche de numere complex conjugate (u+iv, u—iv) cu u,v € Z
data de relatiile (%) gi (x*) de mai sus verifica egalitatea n = u? + v2.

Observam de asemenea ca schimbarea ¢ — —i¢ nu afecteaza factorii reali ¢ astfel ca
$1 = 89 lar s = 257 (tindnd cont de Teorema 6.1.6).

Pentru alegerea lui t avem 4 posibilitati (caci ¢t € {0,1,2,3}). Pentru ky avem &k + 1
posibilitati de alegere (caci k1 € {0,1,...,k}) iar pentru k; ales, ko se determina din
ko =k —kq.

Analog, pentru r; avem r + 1 posibilitati de alegere (cici 1 € {0,1,...,r}) iar
ro=1—"r1.

Astfel, avem un numar total de 4(k + 1) [[(r + 1) posibilitati de a asocia lui u + iv
factorii primi Gauss din descompunerea lui n in factori primi (in Z[i]) (unde produsul
[1(r 4+ 1) se face dupa toti primii p = 1(mod 4) astfel incat p” | n ).

Sa vedem cate dintre aceste asocieri sunt diferite.

Tinand cont de egalitatea 144 =i - (1 — i), dacd avem un factor (1 + 7)1 (1 —4)*2
atunci acesta devine i1 (1 —4)%1 (1 —4)F2 = %1 (1 —4)"1Fk2 = k1 (1 —§)* astfel c& numarul

cautat este de fapt 4  [[ (14 7r)=d(n1) (ciicing = I ).
p prim p prim
P’ n p = 1(mod 4)

Din cele de mai inainte deducem ca numarul total de solutii intregi ale ecuatiei
2% +y? = n este 4d(ny).

Sa aratam acum ca d(ny1) = di(n) — dz(n).

Pentru aceasta sid observam ca numarul divizorilor impari ai lui n este egal cu

numarul termenilor sumei

(3 % %) Z PI L p gt g = H 14+p+..4+p")-
0<m; <r prln
0<k;<s p = 1(mod 4)
11 (14+q+..+¢).
¢ |n
g = 3(mod 4)

¢
Daca d|n, atunci este clar ca avem d = 1(mod 4) daca si numai daca in (k) k;
j=1

este par, in caz contrar avand d = 3(mod 4).
Daca inlocuim pe g cu —1 atunci produsul I1 (1+q+...+¢°) este
¢ |n
q = 3(mod 4)
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zero chiar daca un singur exponent s este impar; daca toti acesti exponenti s sunt pari

atunci I1 (14 g+ ...4+¢°) =1 si astfel membrul drept din (* * %) devine
g [n
q = 3(mod 4)
11 (14+p+...+p") astfel cd termenii dezvoltarii acestui produs sunt exact
pln
p = 1(mod 4)

toti divizorii lui ny. Pentru a obtine d(n;) fiecare termen trebuie si fie numérat ca 1.
Acest lucru este usor de realizat daca in (* * %) inlocuim in partea dreapta si pe p cu 1,
obtinand 11 (14 r). Dacd privim acum membrul stang al egalitatii (x * *)
p"ln
p = 1(mod 4)

dupa ce in partea dreapta am inlocuit fiecare p cu 1 si fiecare g cu -1 este clar ca fiecare
d | n,d =1(mod 4) este numéarat ca +1 si fiecare d | n,d = 3(mod 4) este numaérat ca -1.

Astfel, membrul stang din (* x %) devine dy(n) — d3(n) iar membrul drept d(n;), de
unde egalitatea d(nq) = di(n) — dz(n).

Sumand cele expuse pana aici obtinem urmaéatorul rezultat ce include si Teorema
6.1.6 (Fermat-Euler) :

Teorema 6.1.7. Fien € N* iar n = 2*niny (cu k € N,n; = I p"
p prim,p | n
p = 1(mod 4)
1ar ng = 11 q® ) descompunerea lui n in factori primi.

q prim,q | n
q = 3(mod 4)
Atunci ecuatia z2 + y?> = n are solutie in Z dacd si numai dacd toti exponentii s
din descompunerea lui ny sunt pari.

Numdrul solutiilor din Z x Z ale ecuatiei x> + y? = n este egal cu 4(dy(n) — d3(n))
unde dq(n) este numarul divizorilor d ai lui n cu proprietatea ca d = a(mod 4),a =1, 3.

FEzemple.

1. Daca n = 1, atunci d (1) = 1 i d3(1) = 0, astfel ci in Z x Z ecuatia 22 +y* = 1
va avea 4(1-0)=4 solutii.

2. Daca n = 2, atunci d;(2) = 1 si d3(2) = 0, astfel ci in Z x Z ecuatia 22 +y> = 2
va avea 4(1-0)=4 solutii.

3. Dacd n = 5, atunci dy(5) = 2 si d3(5) = 0, astfel c& In Z x Z ecuatia 22 +y> =5
va avea 4(2-0)=8 solutii.(Se confirmi astfel cele stabilite la exemplele 1-3 de la inceputul
paragrafului 1).

4. Am vazut mai inainte (Teorema 6.1.3) c& daca p este un numar prim de forma
4k + 1, atunci existd z,y € N* astfel incat p = 22 + y?( cum dy(p) = 2 iar ds3(p) = 0,
conform Teoremei 6.1.7 ecuatia 22 + y*> = p va avea in Z x Z 4(2-0)=8 solutii. Se
reconfirmd concluzia de la observatia de la inceputul paragrafului 1, cazul iv)).

In continuare vom prezenta o metoda de gasire a numerelor x, y atunci cand se da p
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(metoda datd de Lagrange in anul 1808, dupa ce, tot el demonstrase in 1785 ca lungimea
perioadei pentru fractia continua a lui ,/p este impara pentru numerele prime p de forma
4k +1).
Pentru aceasta sa ne reamintim ca la capitolul de fractii continue a fost prezentat
urméatorul algoritm de dezvoltare in fractie continui a unui irational patratic o = v/D:
Punem ag = [\/5], bog = 0,cp = 1 si apoi construim prin recurenta
aop + bny1

D —b?
n+1
}7 bn+1 = QpCp — bna Cn4l1 = ————— .

ant1 = [
Cn+1 Cn,

Calculul se continua pana cand b, 41 = b, sau ¢,4+1 = ¢y,

i) Daca by, +1 = by, atunci v D = [ag; a1, ..., Gn—1, G, Gp—1, -.., a1, 2a0) (adica lungimea

perioadei minime este pard);

ii) Dacd ¢p41 = ¢p, atunci VD = [ag;aq, ..., G, an, ..., 1, 2a0](adicd lungimea pe-

rioadei minime este impara).
. . . . . b v D
Numerele b, si ¢, de mai sus sunt cele din scrierea lui a,, = %
n

S& trecem acum la rezolvarea ecuatiei 22 4+ y? = p, cu p un numar prim de forma
4k 4+ 1 (de exemplu in N x N).

Dupa cum am amintit mai sus, lungimea perioadei minime pentru fractia continua

a lui \/p este impara. Deci /p = [ag; a1, ..., an, Gn, ..., a1, 2a0).

Numérul a1 = [an; an-1, ..., a1, 2ag, a1, ..., @] are perioada simetrica, deci - tinand

cont de Propozitia 5.3.14 - deducem ci 11 - @1 = —1 (notatiile sunt cele de la Capi-
tolul 5).
< b ~ bpt1 — O
Pe de alti parte, a1 = %—;\/ﬁ, Qpi1 = %\/ﬁ astfel ci obtinem

bni1+/P bny1 — /P

2 2
=-1l&b,,1+c1=p
Cn+1 Cn

si astfel (by41,cnr1) este singura solutie din N x N a ecuatiei 22 + y? = p (evident daci
nu tinem cont de ordinea termenilor).
Ezemplu. Sa se rezolve ecuatia z2 + y2 = 1009 in N x N.

Evident, numarul p = 1009 este prim de forma 4k+1. Avem ag = 31,b9 = 0,¢9 = 1

si apoi
_ K2
by = apco — b = 31,¢1 = % =48,a1 = [%‘l‘gﬂ} =1,
72
bQ :alcl—bl = 17,62 = % :157a2 = [31%517} :Sa
1009 — b2

by = ascy — boy = 28,¢c3 = 2 = 15 = ¢y. Prin urmare suntem in cazul ii)

astfel ci /1009 = [31;T,3,3,1,62] si as = 2251009 qa incat 282 + 152 = 1009, deci
in acest caz solutia ecuatiei 2 +y? = 1009 din N x N este (15, 28) (daci nu tinem cont

de ordinea termenilor).
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6.2 Reprezentarea numerelor naturale ca suma de pa-

tru patrate de numere intregi

Scopul acestui paragraf este acela de a demonstra ca orice numar natural poate fi scris ca
suma a patru patrate de numere intregi. Tindnd cont de identitatea lui Euler, potrivit

careia daca x1, T2, T3, T4, Y1, Y2, Y3, Ya € 4, atunci

(@ 4+ 23+ a3 + 23) (Ui + 5 + 3 +u3) = (@11 + T2y2 + T3ys + Tays)® + (v1y2 —
—Toy1 + T3ys — Tay3)® + (T1Y3 — T3Y1 + Tays — T2ys)® + (V1ys — Tay1 + T2Ys — T3Y2)?

pentru a demonstra cd un numar natural se scrie ca suméa de patru péatrate de numere
naturale, este suficient sa probam lucrul acesta pentru numere prime.
Teorema 6.2.1. (Lagrange) Fie p este un numdr prim; atunci:
(1) Existd m si x1, 72, 23,74 € N astfel incat mp = 23 + 23+ 2%+ 23 (1 <m < p);
(2) Dacd m este cel mai mic numdr natural ce verificd (1), atunci m = 1.
Demonstratie. Pentru a proba (1), sd consideram multimile:
_ p—1

1
Xz{a:z:x:O,l,Q,...,pT}§iY:{—a:z—l:x:O,l,Q,...,T}.

Sa observam ca elementele lui X si Y nu sunt congruente doua cate doua modulo
p (separat).

Intr-adevar, daci existd z1,x2 € {0,1,2, ..., ]Lg—l} astfel incat 22 = x3(mod p) cu
x1 > xo atunci p | (21 —x2)(x1 + x2) ceea ce este imposibil deoarece 1 < x1 +x9 < p—1.

Analog se arata ca elementele lui Y nu sunt congruente doua cate doua modulo p.
Daca notam prin |X| numarul de elemente ale lui X modulo p, atunci cum | X |+ |Y]| =
}L—ﬁ% + L—Qﬂ = p+1 > p, deducem ci existd z,y € {0,1,2, ..., L5~} astfel incat
2?2 = —y? — 1(mod p), altfel zis existd m € N astfel incat mp = 22 +y? + 1.

Clar

TigP=tye o
p[2( )" +1]

1 11
1<m:§(1’2+y2+1)§ to <yt <

2 2 ' p 2
Pentru a proba (2) sa observam ca dacd m este par, atunci sau toate z;-urile sunt
impare sau doua.
Daci toate x;-urile sunt impare, atunci egalitatea de la (1) se mai scrie sub forma:
T3+ T4
2

xr1 + Zo
2

T — T2
2

( e

iar cum x; £ x5 §i x3 £ 4 sunt numere pare se contrazice minimalitatea lui m.

)? +( )? +(

Daca numai z; si x2 sunt pare iar x3 si x4 sunt impare, din nou se contrazice
minimalitatea lui m (cici din nou x1 &+ x5 si 23 + x4 sunt numere pare).

Analog daca z;-urile sunt pare.

Deci m trebuie sa fie impar.

Daca m = 1 nu avem ce demonstra.
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Sa presupunem deci ca 3 < m < p.

Alegem y1,y2,ys,ys astlel incat x; = y;(mod m),—m2_1 <y < m2—1’2- =

1,2,3,4 si in mod evident y? + y2 + y2 + y7 = 0(mod m), deci mn = y? +y3 + y2 + 43
pentru un anumit n. Mai mult, 0 < n < % . (@2_—1)2 < m.

Evident, n # 0 (céci In caz contrar ar rezulta y; = 0 pentru orice j = 1,2, 3,4, ceea
ce ar implica z; = 0(mod m),j = 1,2,3,4, si deci mp = z3 + 23 + 2% + x5 = 0(mod m?),
de unde p = 0(mod m), ceea ce este imposibil deoarece 3 < m < p).

Deci n > 1 i deducem imediat cad m?np = (23 + 23 + 2%+ 23)(y? +y3 +v3 +y3) =
z% —|—z§ —|—Z§ —|—ZZ, unde z1 = T1Y1 +ToY2 +T3Y3 +Talq, 22 = T1Y2 — ToY1 +T3Ys — T4Y3, 23 =
T1Y3 — T3Y1 + TaY2 — TaYa, 24 = (T1Ya — Tay1 + T2Ys — T3Yo.

Cum z; = y;(mod m)(—mi 1 <y < mi 1),1' =1,2,3,4 atunci m | z;,j =2,3,4

si din egalitatea de mai sus rezulta ca m | 2.

Avem deci ca np = (£)2 + (32)% + ()2 + (£2)2, ceea ce din nou contrazice
minimalitatea lui m(céci n < m).

In concluzie m = 1 i totul este acum clar. B

Corolar 6.2.2.(Iacobi) Pentru orice numdr natural n existd .y, z,t intregi astfel
incat n = 2% + 2y + 322 + 6t2.

Demonstratie. Conform Teoremei 6.2.1 existd a,b,c,d € Z astfel incat n = a® +
b? + ¢ + d?. Si aratim ca modulo niste renumerotiri sau schimbiri de semn, putem
presupune ci 3 | a + b+ c. Acest lucru este evident daca cel putin trei dintre numerele
a, b, ¢, d sunt multiplii de 3. Presupunem ci numai doud dintre ele (sa zicem c i d) sunt
multiplii de 3. Atunci a = £1(mod 3) si b = £1(mod 3), deci la o alegere convenabila
a semnelor + si - avem 3 | a + b, deci 3 | a £ b+ ¢. In sfargit, dacd cel putin 3 dintre
numerele a, b, ¢, d(sd zicem a, b, ¢) nu sunt divizibile cu 3, atunci la o alegere convenabild
a semnelor + gi - avem 3 | a & b + ¢. Putem astfel presupune cd a + b+ ¢ = 3z cu
z € Z. Cum pentru 3 numerre intregi cel putin doud sunt congruente modulo 2, putem
presupune ca a = b(mod 2), adici a+b =2k cu k € Z, deci a — b = 2(k —b) = 2y cu
y € Z. Cum avem identitatea

2, 12 2 2 a+b 2 a+b,
3(a*+b"+c*)=(a+b+c) +2(T—C) +6(T)

deducem ci 3(a? +b%+¢c?) = (a+b+c)? +2(k — ¢)? + 6y%, de unde rezulti ca 3 | k —c,
decik—c=3tcuteZ

Atunci a® + b2 +c? = 322 + 612 + 292, deci n = a® + b2 + 2 + d% = d% + 2%+
322 +6t2. 1

6.3 Scrierea numerelor naturale sub forma z? + 2¢>

Lema 6.3.1. Un numdr prim p se scrie sub forma p = x2 + 2y? dacd $i numai dacd

p =2 sau p = 1(mod 8) sau p = 3(mod 8).
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Demonstratie. Pentru p = 2 avem 2 = 02 +2- 12, asa ci fie p > 3 (deci (p,2) = 1)).
Daci p = 2% +2y? rezulta (z,2p) = 1si (y,p) = 1, iar 22 = —2y*(mod p). Fie z € Z astfel

incat yz = 1(mod p). Atunci (zz)? = —2(mod p) si deci (%2) = 1, adica (%1)(%) =
1

2 _
ekl ol spaikeze EZURES g

P 21

1 (=)= (=1
p = 1(mod 8) sau p = 3(mod 8).
Reciproc, dacd p = 1(mod 8) sau p = 3(mod 8) atunci (_72) = 1 gi deci exista

a € Z astfel incat a®> = —2(mod p). Din Lema lui Thue(Lema 6.1.2) deducem ci exista
numerele intregi z siy cu0 < z,y < \/psip | (az?—y?). Atuncip | (a®+2))2?—(22%+y?)]
i cum p | (a? +2) = 222 + y? = pk,0 < 222 + y? < 3p deci k = 1 sau k = 2.

Pentru k = 1 rezultd ca p = 222 + 3%

Pentru k =2 rezultd ca 2p =222 + > =2 |y,y=2=p=22+222. A

Lema 6.3.2. Dacd numarul prim p este de forma p = 8k + 5 sau p = 8k + 7 iar
pla®+2y? cux,y € Z, atuncip |z siply.

Demonstratie. Daci ptx = pty, deci exista z € Z astfel incit yz = 1(mod p).
Cum 2?2 = —2y?(mod p) = (22)? = —2(mod p). Cum (zz,p) = 1 = (%2) =1=p=
1(mod p) sau p = 3(mod p)- absurd! Deci p | = si implicit p | y. B

Teorema 6.3.3. Fiind dat n € N, existd x,y € Z astfel incit n = 2% + 2y dacd
st numai dacd factorii primi ai lui n de forma 8k + 5 si 8k + 7 au exponentul par.

Demonstratie. Fie n = a?b cu b liber de pitrate; numirul n se scrie sub forma
22 4 2y? daci si numai daci b se scrie sub aceeasi forma. Daci p = 5 sau 7(mod 8), p | b
i b= 2% +2y? din Lema 6.3.2 rezulta ca p |  5i p | y, adica p? | b - absurd. Deci b = ﬁ Di
unde p; = 2 sau p; = 1 sau 3(mod 8). Atunci, conform Lemei 6.3.1, b = 2% +2y2. R@fz&lté

in final ca n = (az)? + 2(ay)?. A

6.4 Alte teoreme de reprezentare a numerelor intregi

Teorema 6.4.1.(Erdds-Suranyi) Orice numar k € Z se poate scrie intr-o infinitate de
moduri sub forma k= +£12+£224+ ...+ m? cum € N.

Demonstratie. Facem inductie matematica observand cad este suficient sa pre-
supunem k € N.

Observam ca
0 = 124223244252 62472
1 = 12
2 = —12-22 32442
3 = —12422
4 = —12-22432

S4 presupunem acum ca pentru un k € N avem k = £1%2 + 22 £+ ... + m?2.
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Cum (m+1)2 = (m+2)2—(m+3)2+(m+4)? =4, avem k+4=+12+22 + ..
+m? + (m+1)2 — (m+2)? — (m + 3)2 + (m + 4)? si astfel teorema este demonstrata.

Infinitatea descompunerii rezultd din identitatea (m + 1)% — (m +2)2 — (m + 3)? +
(m+4)%2 = (m+5)2+(m+6)2+ (m+7)?— (m+8)? =0 si astfel in descompunerea lui

k inlocuim pe m cu m + 8 s.a.m.d. B

In legatura cu alte tipuri de reprezentari ale numerelor intregi recomandam citi-
torului lucrarea lui Emil Grosswald: Representations of Integers as Sums of

Squares, Springer-Verlag, 1985.
Printre alte rezultate, in cartea respectiva se prezinta si urmatoarele:

Teorema 6.4.2. Un numdr natural n se poate scrie sub forma n = x? + y% + 22,

cu z,y,z € Z dacd si numai dacd n nu este de forma 4%(8m +7) cu k,m € N.

Demonstratie. Pentru a pastra caracterul elementar al acestei carti, vom prezenta
doar demonstratia unei implicatii: dacd n = 4*(8m + 7) cu k,m € N atunci n nu se

poate scrie sub forman = x> +y? + 2% cuz,y,z € Z.

Sa analizam la inceput cazul k = 0 si sa presupunem prin absurd ca exista x,y, z € Z
astfel incat 8m+7 = 22 +y?+22. Cum 8m -+ 7 este impar deducem ca ori toate numerele
x,y, z sunt impare, ori unul este impar si celelalate doua sunt pare. Este simplu de vazut
ca dacd x € Z este impar atunci 22 = 1(mod 8), astfel c& daca x,y, z sunt impare, atunci
2% + y? + 22 = 3(mod 8), deci egalitatea 8m + 7 = 22 + y* + 22 este imposibila.

Daca de exemplu z este impar iar y, z sunt pare, atunci deducem imediat ca ca
22 4+ 9% 4+ 22 = 1 sau 5(mod 8), deci din nou egalitatea 8m + 7 = z2 + y? + 22 este
imposibila.

Presupunem acum c& exista k € N* si m € N astfel incat n = 45(8m + 1) se poate
scrie sub forma z? + 32 + 22 cu z,y,2 € Z si fie ky cel mai mic numir natural nenul
cu proprietatea ci existd mo € N si astfel incat 4% (8mg + 7) = 22 + y? + 22. Cum
4% (8mg + 7) este par, deducem ca numerele x,y, z sunt fie toate pare, fie unul par iar
celelalte doua impare.

Dacd = = 221,y = 2y1, 2 = 221 cu &1, y1, 2 € Z atunci din egalitate 4% (8mg +7) =
22+ y? + 22 = 4501 (8mg + 7) = 22 + y? + 22. Tinand cont de alegerea lui ko rezulta
ci kg — 1 =0, adicd ko = 1 si atunci obtinem egalitatea 8mqg + 7 = z? + y? + 27 ceea ce
este imposibil datorita primei parti a demonstratiei.

Daci de exemplu z este par iar y, z sunt impare, din nou egalitate 4% (8mg + 7) =
22 4+ 4% + 22 este imposibila deoarece 4% (8mg + 7) = 0(mod 4), pe cand x2 + 32 + 22 =
2(mod 4).

Pentru cealilalta implicatie (care implicd printre altele rezultate superioare precum
teorema lui Minkowski asupra corpului convex gi teorema lui Dirichlet privind numerele

prime intr-o progresie aritmetica), recomand&m cititorului lucrarea [36].H

Teorema 6.4.3. Numdrul solutiilor intregi (z, y, z) ale ecuatiei x> +y* + 2% =n
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este dat de 176 -v/n-L(1,x) - qg(n) - P(n), unde n = 4°nq, (4t ny),

0, dacd ny = 7(mod 8);
g(n) =4 27%, daci n; = 3(mod 8);
3-27%"1 daca ny; = 1,2,5 sau 6(mod 8).

b—1 a7
Py= ] [+ wpdepta-2o by
p prim =1 P
p=>3
P In

, cu x(m) = (San)

S

(P(n) = 1 dacd n nu congine pdtrate), iar L(s,x) = io: x(m)m~
(simbolul lui Jacobi !). "

Cum si demonstratia acestei teoreme este destul de laborioasd, am renuntat la
prezentarea ei in detaliu (cititorul interesat poate gasi aceastd demonstratie in cartea
citatd mai sus).

Teorema 6.4.4. (H.E.Richert) Orice numar natural n > 6 se poate scrie ca suma
de diferite numere prime.

Demonstratie. Pentru a demonstra teorema lui Richert avem nevoie de doua rezul-
tate preliminare:

Lema 1. Fie my,ms,... un gir infinit crescator de numere naturale astfel incat
pentru un k € N, (1) m;11 < 2m; pentru orice i > k.

Presupunem ca exista a € N gi r,5.—1 € N astfel incat s,_1 > my4, astfel incdt
fiecare dintre numerele:

(2) a+1,a+2,...,a+s,_1 este suma diferitelor numere din sirul my, ma, ..., Mpqpr_1.

Atunci fiecare dintre numerele:

(3) a+1,a+2,....,a+ s, este suma diferitelor numere din girul my, ma, ..., M4, $i
mai mult, s, > Mg yri1.

Intr-adevér, fie n un numar din sirul (3). Dacd n < a+s,_; nu mai avem ce demon-
stra deoarece conform ipotezei n este suma de diferiti termeni ai girului mq, ma, ..., Mg4r—1.

Sa presupunem ca n > a + Sp—1. Cum $,_1 > My, avem n > a + 1 + mg,,
deci n — mpyr > a+ 1, adicd numarul n — my4, este un termen al girului (2) si in
consecinta se va scrie ca suma de termeni din sirul mq,ma, ..., mg4r-—1. Rezulta ca sin
este atunci suma de diferiti termeni din girul mq, ma, ..., Mg4,. Mai mult, tindnd cont de
(1) deducem c& myyp41 < 2mpq, si astfel s, = s._1 +Mmpgr > 2mp1 > Mpyprq. Astlel
Lema 1 este probata.

Lema 2. Fie mi,ma,... un gir infinit de numere naturale astfel incat (1) are loc
pentru un numdr natural k, si existd sg,a € N astfel incit sg > myy1 astfel incat
fiecare dintre numerele (4) a4+ 1,a+2,...,a + so este suma de diferiti termeni din girul

mi, Mo,y ..., M.
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Atunci orice numdr natural > a se scrie ca suma de termeni ai sirului my, ma, ....

Intr-adevar, conform Lemei 1 (cu r = 1,2,...,t,t € N) fiecare dintre numerele (5)
a+1,a+2,...,a + s; se scrie ca suma de termeni din girul my, ma, ..., mgy¢. Cum Insa
Sy > Sq_1,7 = 1,2,...,t, observam ca pentru orice numar natural n exista un numar
natural t astfel incat n < a + s;.

In consecinté, orice num&r natural n > a este unul dintre termenii girului (5) cu ¢
convenabil ales si astfel va fi suma de diferiti termeni din girul mq,ms,.... Cu aceasta
Lema 2 este si ea probata.

S& revenim acum la demonstratia teoremei. Fie m; = p; cu i = 1,2, ...(p;-fiind al
i-ulea numér prim). Conform Corolarului 2.3.21 de la Capitolul 2, numerele m; verifica
conditiile Lemei 2 (cu @ = 6,50 = 13,k = 5). Aceasta deoarece 13 = pg si fiecare
dintre numerele 7,8, ...,19 se scriu ca suma de diferite numere prime < ps; = 11 dupa
cum urmeaza: 7=2+5, 8=3+5, 9=2+7, 10=3+7, 11=11, 12=5+47, 13=2+11, 14=3+11,
156=3+4547, 16=5+11, 17=2+3+5+7, 18=7+11, 19=345+11.

Teorema rezulta acum ca o consecinta imediata a Lemei 2. B

Corolar 6.4.5. Orice numar natural n > 10 se poate scrie ca sumd de diferite
numere prime impare.

Demonstratie. Intr-adevar, daca alegem m; = p;41 atunci conditiile Lemei 2 de
la demonstratia Teoremei 6.3.4 sunt satisfacute (cu a = 9,59 = 19,k = 6), deoarece
19 = pg = mgy, deci s9 = mgy1 g1 mai mult, fiecare dintre numerele 10,11, ...,28
se scriu ca suma de diferite numere prime impare, < mg = 19 dupa cum urmeaza:
10=3+7, 11=11, 12=5+47, 13=13, 14=3+11, 15=3+5+7, 16=5+11, 17=17, 18=5+13,
19=3+5+11, 20=7+13, 21=3+5+13, 22=5+17, 23=3+7+13, 24=11+13, 25=5+T7+13,
26=3+5+7+11, 28=34+5+7+13. B

Observatie. In lucrarea A. Makowski, Partitions into unequal primes din
Bull. Acad. Sci. Sér. Sci. Math. Astr. Phys., 8(1960), pp. 125-126 se
demonstreaza urmatoarele rezultate :

Teorema 6.4.6. Orice numar natural n > 55 se poate scrie ca sumda de diferite
numere prime de forma 4k-1.

Teorema 6.4.7. Orice numar natural n > 121 se poate scrie ca sumd de numere
prime de forma 4k+1.

Teorema 6.4.8. Orice numar natural n > 161 se poate scrie ca sumda de numere
prime de forma 6k-1.

Teorema 6.4.9. Orice numar natural n > 205 se poate scrie ca sumd de numere
prime de forma 6k+1.

S& mai amintim si un rezultat al lui L. Schnirelman:

Teorema 6.4.10. (Schnirelman) Existd un numdr natural s astfel incdat orice
numdr natural mai mare sau egal cu 2 se scrie ca sumd a cel mult s numere prime
(nu neapdrat distincte).

Cititorul poate gisi demonstratia acestei teoreme in lucrarea [20], p.107 (preluatd
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dupa articolul original al lui Schnirelman: Uber additive Eigeenschaften von
Zahlen din Math. Ann. 107, 1933, pp. 649-690).

In lucrarea lui Vinogradov: Representation of an odd number as a sum of
three primes din Comptes Rendus (Doklady) de ’Academie de Sciences de
I'URSS, nr 15, 1937, pp. 191-294, se demonstreaza (din pacate neelementar):

Teorema 6.4.11. (Vinogradov) Orice numdr natural impar suficient de mare se
scrie ca sumd a cel mult trei numere prime.

Din Teoremele lui Schnirelman si Vinogradov deducem imediat:

Corolar 6.4.12. Ezistang € N,ng > 2, astfel incat orice numar natural n, n > ny,
se scrie ca sumda a cel mult patru numere prime.

Observatii.

1. Shapiro si Warga in lucrarea: On representation of large integers as
sums of primes din Comm. Pure Appl. Math, 3, 1950, p. 153 demonstreaza
elementar un rezultat mai slab: Orice numadr natural suficient de mare se scrie ca sumd
a cel mult 20 numere prime.

2. Rafinand procedeul lui Schnirelman, Yin Wen-Lin, in lucrarea Note on the
representation of large integers as sums of primes din Bull. Acad. Polon.
Sci. cl IIl, 4, 1956, pp. 793-795 demonstreaza elementar ca orice numdar natural
suficient de mare se scrie ca sumd a cel mult 18 numere prime.

3. Sa reamintim aici i o conjectura a lui Goldbach: Orice numar natural par mai
mare sau egal cu 4 se scrie ca sumda a doud numere prime.

Daca aceastd conjecturd ar fi adevaratd (lucru neprobat pand acum) atunci ar
rezulta ca orice numar natural mai mare sau egal cu 2 se scrie ca suma a cel mult 3
numere prime.

Cel mai bun rezultat demonstrat pana acum este datorat lui Chen: existd ng € N
asfel incat orice numar natural n > ng se poate scrie sub forma n = p 4+ m, unde p este
prim iar m este prim sau produs de doud numere prime.

4. In 1770, Waring a conjecturat (iar in 1909 Hilbert a demonstrat) ci pentru orice

numdr natural k > 2 existd s € N*(ce depinde de forma lui k) astfel incit orice numér

S
natural n se scrie sub forma n =Y n¥ cun; € N,1 <i < s.
i=1

99



100



Capitolul 7
Ecuatii diofantice

In cele ce urmeaza prin ecuatie diofantica intelegem o ecuatie de forma
fz1,...,xn) =0, cu f € Z[ Xy, ..., Xp].

A rezolva o astfel de ecuatie diofantica revine la a gisi toate n-uplurile (a1, ..., a,) €
Z" pentru care f(ay,...,a,) = 0.

Observatie.

Denumirea de ecuatii diofantice provine de la numele matematicianului grec Diofant

(aprox. secolul IIT era noastri).

7.1 Ecuatia ax +by+c=0,a,b,c€Z (1)

Lema 7.1.1. Ecuatia (1) are solutie in Z dacd si numai dacd d = (a,b) | c.

Demonstratie. In mod evident, dacd z,y € Z astfel incat ax + by + ¢ = 0, atunci
cum ¢ = —ax — by deducem cad d |c < c=dt cut € Z.

Reciproc, sa presupunem ci d|c. Atunci din algoritmul lui Euclid deducem ca exista
x1,y1 € Z astfel incat d = axy + by;. Atunci ¢ = dt = (az1 + byr)t = a(z1t) + b(y1t) &
a(z1t) + b(y1t) — ¢ = 0 & a(—z1t) + b(—y1t) + ¢ = 0, adica (—z1t, —y1t) este solutie a
ecuatiei ax + by +c=0. R

Lema 7.1.2. Daca (a,b) = 1 iar (xo,y0) este solutie particulard a ecuatiei (1),
atunci solutia generala din Z a acestei ecuafii este data de x = xo — kb si y = yo + ka,
cuk € Z.

Demonstratie. Daci x = xo—kbsiy = yo+ka (cu (xo,yo) € Z* solutie particulari a
lui (1) si k € Z), atunci az+by~+c = a(xg—kb)+b(yo+ka)+c = axo+byo+c—abk+abk =
0.

Fie acum (z,y)Z? astfel incat ax + by + ¢ = 0. Atunci azo + byy = az + by <
a(zg —x) = by —yo). Cum (a,b) =1 deducem ca aly — yo, adicd y —yo = ka (cu k € Z)
< y = yo + ka. Deducem imediat cd a(xg — ) = bka, de unde x = 29 — kb. B
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Corolar 7.1.3. Fie a,b,c € Z astfel incit d = (a,b)|c,a = da’,b = db',c = dc'.
Dacd (xo,v0) € Z° este o solutie particulard a ecuatiei o'z + b'y + ¢ = 0, atunci solutia
generald a ecuatiei (1) este datd de x = xg — kb',y =yo + ka’ cu k € Z.

Observatie.

Tinand cont de Lema 7.1.2 si Corolarul 7.1.3 deducem ca atunci cand suntem pusi
in situatia de a rezolva o ecuatie diofanticd de forma (1) (in cazul in care d = (a,b) # ¢)
este recomandabil sa Impartim ambii membrii ai ecuatiei prin d, transformand-o astfel in
ecuatia echivalentd o’z + by +¢ =0 (cu o’ = a/d, b’ =b/d,c’ =¢/d ). Cum (a’,V') =1,
forma generala a solutiilor ecuatiei a’x + b’y + ¢/ = 0 este data de Lema 7.1.2.

S& prezentam acum un procedeu de a gasi o solutie particulard (zg,yo) a ecuatiei
(1) (cu a,b,c € Z,(a,b) = 1). Pentru aceasta vom dezvolta numirul rational a« = ¢ in

fractie continua. Pastrand notatiile de la Capitolul 5 observam ca ultima redusa cT: a

; . fop Pn @
lui « este chiar ==

Tinand cont de Propozitia 5.1.3 de la Capitolul 5 putem scrie:

_ —1 n—1 _ —1 n—1
&_pn 1:( ) <:>g_pn 1:( ) @aqn_l—bpn_1+(—1)":0
dn dn—1 dndn—1 b dn—1 qndn—1

de unde (prin inmultire a ambilor membrii ai ultimei egalitati cu (—1)"c ) obtinem ca
a[(=1)"cqn_1] + b[(=1)" epp_1] + ¢ =0.

Deducem ci zg = (—1)"cqn_1 si yo = (—1)"*Lep,_1 este o solutie particulard a
ecuatiei (1).

Conform Lemei 7.1.2 solutia generald a ecuatiei (1) va fi atunci © = (—1)"cg,,—1 — bk
siy=(-1)""ep, 1 +akcukeZ.

Ezxzemplu

Sa se rezolve ecuatia diofanticd (%) 317z + 182y + 94 = 0.

Avem a = 317,b = 182, ¢ = 94 si se observa ca (a,b) = 1, astfel cd ecuatia (x) are
solutie in Z? (conform Lemei 7.1.2).

Pentru a gasi solutia generala a ecuatiei (%) si gisim o solutie particulard (zg,yo) €
Z? a ecuatiei ().

Prin calcul direct gasim urmatoarea dezvoltare in fractie continua a lui o = %:

S =[1;1,2,1,6,1,5].
Redusele lui a = % se obtin completand de la stanga la dreapta tabelul:
al 11 21 6 1 5
pl1 1 2 5 7 47 54 317

q|0 1 1 3 4 27 31 182

Deducem ca o = % % , adicd n = 6.

O solutie particulara va fi xg = (—1)"cq,_1 = (=1)%-94 - g5 = 94 - 31 = 2914, 99 =
(1) epp_y = (—1)7 - 94 - ps = —94 - 54 = —5076.

Astfel, solutia generald a ecuatiei (%) va fi x = 2914 — 182k, y = —5076 + 317k, cu
k € Z.

EN|
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7.2 Ecuatia 2% +3? = 2% (2)

In primul rand trebuie observat ca daca tripletul (z,y, z) de numere intregi verifica ecuatia
(2), atunci aceeagi ecuatie va fi satisfacuta de orice triplet de forma (Az, Ay, Az), cu A € Z
si reciproc.

De aceea, pentru a gasi toate solutiile ecuatiei (2) (constand din numere diferite de
zero) este suficient s gasim (solutiile (x,y, z) pentru care numerele x,y, z sunt relativ
prime (adicd nu au nici un divizor prim diferit de 1)).

Este clar c& dacd intr-o solutie (z,y, z) a ecuatiei (2) doud dintre numerele z,y, z
au un divizor comun \ # 41, atunci gi al treilea numar se divide cu A.

De aceea ne putem restrange la solutiile ce constau din numere relativ prime doua
cate doua, pe care le vom numi solutii primitive.

Daca (z,y, z) este o solutie a lui (2), atunci in mod evident si (y, z, z) este solutie.

Pe de alta parte, dacd (z,y, z) este solutie, atunci = sau y este par (cici daci x si
y ar fi impare atunci x2 + y? ar fi de forma 4k + 2, pe cand patratul unui numir intreg
nu poate fi decat de forma 4k sau 4k + 1).

In plus, daca (z,y, z) este solutie, atunci si (£, +y, +2) vor fi solutii.

Lema 7.2.1. Orice solutie particulard (z, y, z) de numere naturale (cu n par)
a ecuatiei (2) este de forma x = 2mn,y = m? —n?,z = m? +n% cu myn € N si
n <m,(n,m) =1 iar m, n au parititi diferite.

Demonstratie. Identitatea (2mn)? + (m? —n?)? = (m? 4+ n?)? aratd ci numerele de
forma din enunt sunt solutii ale ecuatiei (2) cu x par.

Daci x,%, z au un divizor comun \ > 2, atunci A divide si numerele 2m? = (m? +
n?)? 4+ (m? —n?)% si 2n? = (M2 +n?)%2 — (m? —n?)? . Rezultd cid A = 2 (cici (m,n) = 1).

2

Insa atunci m? si n? sunt simultan pare sau impare, ceea ce este imposibil cici prin

ipoteza m si n au paritati diferite. Deci solutia din enunt este primitiva.

Reciproc, fie (z,y, z) o solutie primitiva a lui (2) cu z,y,z € N iar = 2a. Atunci
y si z sunt impare, deci numerele z + y si z — y sunt pare (fie z +y = 2b,z —y = 2¢).
Orice divizor comun al lui b si ¢ divide pe z =b+c i pey =b— ¢, de aceea A = +1,
astfel ca (b,c) = 1. Pe de altd parte 4a? = 2% = 22 — y? = 4bc, de unde a? = be, adici

2 2,2

b=m?si c =n%(m,n € N) iar de aici a?> = m?n? & a = mn, deci z = 2a = 2mn,y =

2

b—c=m?—n?iar z=>b+c=m?+n? (se observi ci n < m). A

2

Corolar 7.2.2. Solutia generald a ecuatiei (2) este x = 2rmn,y = r(m? —n?),z =

r(m? +n?) cur,m,n € Z.
7.3 Ecuatia 2! +y* = 2* (3)

In cadrul acestui paragraf vom demonstra un rezultat ceva mai general gi anume:

Lema 7.3.1. Ecuatia 2* + y* = 2% (4 ) nu are solutii in Z".
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Demonstratie. S& presupunem ci ar existd o solutie in Z* a ecuatiei (4). Putem
presupune in mod evident c& aceastd solutie consta din numere din N*.

Cum orice multime nevida de numere naturale are un cel mai mic element, atunci
printre solutiile ecuatiei (4) existd una (x,y, z) cu z minim.

Analog ca in cazul ecuatiei (2) se aratd ci x sau y trebuie sa fie par; si presupunem
ca x este par. Cum (22)2? + (y?)? = 22 iar 22,y? si 2z sunt naturale ( si pot fi presupuse
relativ prime), atunci conform celor stabilite la §2 existd numerele naturale m,n, m > n,
relativ prime si de paritati diferite astfel incat 22 = 2mn,y? = m? —n? si z = m? + n2.
Dacd m = 2k si n = 2t + 1 atunci y? = 4(k? — > —t — 1) + 3, ceea ce nu se poate (caci
y? trebuie si fie de forma 4k sau 4k + 1).

Rezultd c& m este impar iar n este par. Fie n = 2¢; atunci z?

= 4mn aga ca
mq = (%)2 Cum (m,n) = 1 deducem cd m = 22, q = t? cu z1,t naturale si (z1,t) = 1.

In particular, observam ca ys = (27)? — (2t?)? & (2t2)% 4+ y? = (27)%2. Aplicand din
nou cele stabilite la §2 deducem c3 existd a,b € N* a > b, (a,b) = 1 si de paritati diferite
astfel incat 2t? = 2ab < t2 = ab,y = a® — b%, 23 = a® + b°.

Cum (a,b) = 1 iar t? = ab deducem ci a = 2%, b = y si atunci 27 + yf = 23.

Deducem ci (x1,y1, 21) este o solutie a lui (4) si conform alegerii lui z ar trebui ci
2 > 246 28 > 2 m>m?+n?, ceea ce este absurd. B

Corolar 7.3.2. Ecuatia (3) nu poate avea solutii (x, y, z) cu x,y,z € Z".

Observatie. Ecuatia (3) este legata de ceea ce in teoria numerelor a fost cunoscuta
incepand cu anul 1637 sub numele de Marea teorema a lui Fermat (desi corect ar fi fost
sa fie numitd Marea Conjecturd a lui Fermat!):

Daca n > 3,z,y,z € Z astfel incat z" + y™ = 2", atunci zyz = 0(evident, este
suficient s presupunem ci n este prim).

Pentru n = 4 am vizut mai sus ci ecuatia lui Fermat z* + y* = 2*
Z* (Corolarul 7.3.2).

Printre hartiile lui Fermat a fost gasita demonstratia teoremei numai pentru cazul

nu are solutii in

n = 4 (interesant este ci aceasta este singura demonstratie a unui rezultat de teoria
numerelor care s-a pastrat de la Fermat!).

In ce priveste cazul general, n > 4, Fermat a notat (pe marginea unei pagini din
,,Aritmetica” lui Diofant) ca a gasit ,,0 demonstratie cu adevirat minunatd” a acestui
fapt, dar ,,aceasta margine este prea ingusta pentru a o cuprinde”.

Cu toate eforturile multor matematicieni, aceastd demonstratie nu a fost gasita si
este Indoielnic ca ea ar fi existat. Mai mult, numai pentru n = 4 s-a reusit sa se dea o
solutie elementara.

Astfel se explica de ce specialigtii in teoria numerelor au fost convingi de imposi-
bilitatea demonstrarii Marii teoreme a lui Fermat prin procedee elementare. Paradoxul
consta totusi In aceea ca in toate cazurile in care Fermat a afirmat categoric cd a demon-
strat o afirmatie sau alta, ulterior s-a reusit a se demonstra aceasta afirmatie.

Cel care a reusit sa demonstreze conjectura lui Fermat este matematicianul englez
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Andrew Wiles de la Universitatea din Princeton (S.U.A). De fapt acesta a demonstrat
o alta conjecturd (aga zisa conjecturd a lui Shimura-Taniyama-Weil) din care conjectura
lui Fermat rezulta ca un corolar.

Din péacate demonstratia lui Wiles este destul de dificila, ea neavand un carac-
ter elementar, limitand astfel accesul la Intelegerea ei pentru un foarte mare numar de
matematicieni.

Celor care poseda cunostiinte solide de aritmetica geometriei algebrice le reco-
mandam lucrarea lui A.Wiles din care rezulta conjectura lui Fermat:

A.Wiles: Modular Elliptic Curves and Fermat’s Last Theorem, Annals
of Math., vol. 141, pp. 443-551, 1995.

7.4 Ecuatii de tip Pell: 22 — Dy? = £1(D € N) (5)

Ca gi in paragrafele precedente, pentru a rezolva ecuatia (5) in Z este suficient sa gisim
solutiile sale z,y € N*. Daca D = n? cun € N*, atunci (x —ny)(z +ny) = 1 si se arati
imediat c& aceastd ecuatie nu are solutii (z,y) cu z,y € N*.

Réméne deci si ne ocupam doar de cazul D € N* gi v/D € L.

In Capitolul 5 (Propozitia 5.3.7) am vazut cd fractia continua a lui VD este de
forma: VD = [ag;a1..., an, 2a0], adicd VD = [ag;ay...,an,a0 + VD], de unde vD =

pn(aO + \/5) + Pn—1 L.
iar de alcl, an + \/5 An0o + qn—-1) = (Pn@o + Pn—1 +pn\/5
Qn<a0 + \/5> + dn—1 ( ) ( )

Cum /D € I, deducem c& Dgq,, = prnao + Pr_1 Si Pn = ¢nao + Gn_1-

Atunci p? — Dg; = (gnao + Gn-1)Pn — (Pn@o + Pn-1)gn = —(@nPn-1 — Pndn-1) =
(—=1)"*+L adica p2 — D2 = (—1)"*1.

Aceasta ultima egalitate ne sugereaza:

Lema 7.4.1. Toate solutiile ecuatiei (5) sunt date de reduse ale lui v/D.

Demonstratie. Egalitatea p2 — Dg? = (—1)"*! raméne adevirata si daca in locul lui

n punem k(n + 1) — 1 (deoarece nu este nevoie si considerdm cea mai scurti perioadd).
Astfel
2 2 k(n+1
(*) Pr(nt1)—1 — Pli(ng1y—1 = (-1) (n+1),
ceea ce ne arata ca o infinitate de reduse ale lui v D ne dau solutii pentru ecuatia
22 — Dy? = £1.

Fie acum p,q € N* astfel incat |p2 — Dq?| = 1. Vrem s& demonstram ci 2

q
redusd a lui v/D. S& presupunem prin absurd ci P 1y este o redusd a lui vD. Atunci

q
conform observatiei de dupa Propozitia 5.2.1 de la Capitolul 5, exista o redusa Pr

dk
VD cu: g —pil <lg—plsi g <q
Avem |qy, +pr| < 2quV'D+|pr — Dai| < 2(q—1)V'D+|qv/D —p| = 2¢v' D — (2v/D -
lgv'D — p|) < 2¢v'D — |gv/D — p| < |gV/'D + p|, de unde rezulta ci: 0 < |p} — Dg?| =
|4k VD — pi| - |qe VD + pr| < |¢?D — p?| = 1, ceea ce este absurd.

este o

a lui
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Rezultd deci ci toate solutiile ecuatiei 2 — Dy? = 41 sunt date de reduse ale lui
VD.

Fie acum p? — Dgi = +1 o astfel de solutjie.

Avem /D = [ag;ay, ..., ax, apy1]. Stim ci ag; este un irational patratic redus care
satisface ecuatia:

Ak+1a:2 + Bgy1z+ Cry1 =0, unde Apyq = pi — in =+1

In plus, B,%H —4A,1Cry1 = 4D si By, este par.
Rezulta apy1 = &2"’—1 ++vD si cum g1 este irational patratic redus avem agy1 =
ao + VD si deci m este o perioadi a lui v/D, deci toate solutiile ecuatiei (5)
sunt de forma (). W

Observatie. Este de retinut algoritmul de gisire a solutiei 23 — Dy2 = 1, cu cele

mai mici xg si yo naturale nenule:

Ty [ag; a1, ..., an), daca perioada minima are lungimea para;

Yo [ag; ay..., an,2a9,ay, ...,a,], dacd n este par (adicd perioada este impard).

S& remarcim si faptul ci dacd lungimea perioadei lui v/D este pars, atunci ecuatia
2% — Dy? = —1 nu are solutii.

Ezxemple

a) Ecuatia 22 — 7y% = 1.

Avem: /7 = [2;1,1, 1, 4], % =[2;1,1,1) = %, deci g = 8 gi yo = 3.

b) Ecuatia 22 — 13y% = —1.

Avem: /13 = [3;1,1,1,6], % = %, deci g = 18 si yo = 5.

S& mai notam faptul ci ecuatiile de forma 22 — Dy? = m cu D, m € Z sunt cunoscute
sub numele de ecuatii de tip Pell (desi Pell nu s-a ocupat de studiul unor astfel de ecuatii,

aceastd greseald de numire datorandu-se lui Euler).

7.5 Ecuatii de tipul az® +by*+ c2?> = 0, cu a,b,c € Z (6)

In cadrul acestui paragraf ne vom ocupa de rezolvarea ecuatiei diofantice (6), unde
a,b,c € Z sunt libere de patrate (adicd nu contin in descompunerea lor factori de forma
d? cu d prim), iar (a,b) = (b,c) = (c,a) = 1.

In mod evident, dacé a,b,c > 0 sau a, b, ¢ < 0 atunci ecuatia (6) are solutie triviala
r =y = z = 0. Prin urmare vom presupune ca a,b,c nu sunt simultan negative sau
pozitive.

Daca m,n € Z, vom scrie m R n daci existd x € Z astfel incat 22 = m(mod n),
(adicd m este rest patratic modulo n).

Teorema 7.5.1. (Legendre) Fie a,b,c € Z, libere de patrate, oricare doud relativ
prime, neavand toate acelasi semn. In aceste conditii ecuatia ax® + by? = 2% (7) are o

solutie netriviala daca $i numai dacd urmatoarele conditii sunt indeplinite:
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(i) —ab R ¢
(it) —ac R b;
(iii) —bc R a.

Este preferabil sa demonstram teorema lui Lagrange sub urmatoarea forméa echiva-
lenta:

Teorema 7.5.2. Fie a, b numere naturale libere de patrate. Atunci ecuatia ax® +
by? + cz? = 0 are o solutie netriviald intreagd dacd si numai dacd urmdtoarele conditii
sunt indeplinite:

(1) a R b;
(i) b R a;
(i73) -(ab/d?) R d, unde d = (a,b).

Intr-adevar, sa presupunem ca Teorema 7.5.2 este adevarata gi sa consideram ecuatia
ax? +by? +cz?> = 0 cu a, b, ¢ ca in enuntul Teoremei 7.5.1 (s& presupunem ci a, b > 0, iar
¢ < 0). Atunci —acx? —bey? — 22 = 0 satisface conditiile din Teorema 7.5.2 Daca (z,y, 2)
este o solutie netriviald, atunci, deoarece c este liber de pétrate, ¢ | z. Punind z = ¢z’
gi simplificind ajungem la o solutie netriviald pentru (6). Lasim ca exercitiu probarea
faptului ca Teorema 7.5.1 implica Teorema 7.5.2.

Sa trecem acum la demonstrarea Teoremei 7.5.2.

Daca a = 1 totul este clar. Sa presupunem ca a > b (céci daca b > a schimbam
pe = cu y, iar daca a = b atunci —1 este patrat modulo b, si se verificd imediat ca
existd 7,5 € Z astfel incat b = r? + s?; in aceste conditii o solutie a ecuatiei (6) va fi
r=ry=s2=r1>+52).

S& construim acum o nous forma Ax? + by? = 22 satisfacand aceleasi conditii c&
in enuntul Teoremei 7.5.2, 0 < A < a si astfel incat daca forma astfel construita are o
solutie netriviala, atunci acea solutie verifica gi forma din enuntul Teoremei 7.5.2.. Astfel,
dupa un numar de pasi, schimband de fiecare data pe A cu b dacd A < b ajungem la
unul din cazurile a = 1 sau a = b care au fost deja discutate.

Tata cum ajungem la aceste cazuri.

Conform cu (ii), exista T, ¢ € Z astfel incat (8) ¢2—b = aT = aAm?, cu A,m € Z, A
liber de patrate, iar |¢| < a. S& ardtdm ca 0 < A < a.

Intr-adevir, din (8) deducem ci 0 < ¢? = aAm?+b < a(Am?+1), adici A > 0. Cum
b este liber de patrate deducem ca A > 0. Mai mult, din (8) deducem cd aAm? < ¢ < %;
astfel ci A = Am? < % < a. S& aratam acum ca A R b.

Fie b = b1d,a = a1d, cu (ay1,b1) = 1 i s observam ca (ay,d) = (b1, d) = 1 deoarece
a si b sunt libere de pitrate. Atunci (8) devine: (9) ¢ — bid = a;dAm? si cum d
este liber de patrate deducem c& d | ¢. Punind ¢ = ¢;d si simplificAnd obtinem (10)
de? — by = ap Am?. Atunci Aaym? = —by(mod d) sau Aaim? = —a1by(mod d).
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Insé (m,d) = 1 deoarece din (10) deducem ca in caz contrar un factor comun al lui
m si d ar divide by si d si astfel b nu ar mai fi liber de patrate.

Utilizand (iii) si faptul c& m este o unitate modulo d deducem cid A R d.

Mai mult, ¢ = aAm?(mod b) iar deoarece a R b avem ci a R b;. De asemenea
(a,b1) = 1 deoarece 1n caz contrar un factor comun ar divide d si by, contrazicand faptul
ca b = bid este liber de patrate.

Similar (m,b;) = 1, ceea ce aratd cd A R b;. Atunci A R db; sau A R b.

Vom scrie acum A = rA;,b = rba, (A1,b2) = 1 si trebuie si demonstram ca
—A1by R 7.

Din (8) deducem ci: ca —7by = arAym? (11). Cum 7 este liber de pitrate deducem
ca 1| c. Daci ¢ = rep atunci aA;m? = —bg(mod 7). Cum a R b rezultd cid a R r. Scri-
ind acum cd —aA;bam? = b3(mod r) si observand ci (a,7) = (m,r) = 1, concluzionim
ca —A1bs R 7.

S& presupunem acum ci AX?2 4 bY? = Z2 are o solutie netriviald. Atunci AX? =
Z?—bY? (12). Din (12) si (6) prin multiplicare obtinem : A(Axm)? = (Z2—bY?)(c2-b) =
(Ze+bY)? —b(cY + Z)2.

Atunci (6) are solutia : * = AXm,y = cY + Z,z = Zc+ bY ceea ce completeaza
demonstratia (cici X # 0 si m # 0 deoarece b este liber de patrate). W

Corolar 7.5.3. Fie a,b,c € Z libere de pdtrate, cu (a,b)=(a, ¢)=(b, ¢c)=1 si nu au
toate acelasi semn. Daca pentru un numdr prim p > 2 congruenta ax? + by2 +c2? =
0(mod p™) are solutie (z,y, 2) € Z°, pentru orice m € N* astfel incit nici o componentd
a sa nu se divide prin p, atunci ax® + by? + cz? = 0 are solutie netriviald intreagd (z, y,

Demonstratie. Fie m = 2 gi s presupunem cd p | a. Atunci daci (z,y, z) este o
solutie ca in corolar, s aritam ca ptyz.

Daci p | y, atunci p | cz? care implica p | 2z (deoarece (a,c) = 1). Atunci p?|az? si
cum p { = obtinem contradictia p? | a. Similar p { z. Atunci by? + ¢z = 0(mod p), de
unde deducem ca —bc R p, ceea ce implica —bc R a.

Similar —ab R ¢ i —ac R b iar acum corolarul rezulta din teorema lui Legendre
(pusa sub prima forma). W

Observatii.

1. Acest corolar confirméa principiul lui Hasse conform caruia rezolubilitatea locala
implica rezolubilitatea globala (aici rezolubilitatea locala inseamna c& ecuatia considerata
are solutie netriviala modulo p™ pentru orice p prim si m natural nenul, iar rezolubilitatea
globald inseamna c& ecuatia are o solutie intreagd).

2. Pentru forme patratice acest principiu functioneaza insa fals daca ecuatia are
grad mai mare.

De exemplu: ecuatia z* — 17y* = 2z* are solutie netriviald modulo p™ pentru
orice p prim gi m € N gi o solutie reald, insi nu are solutie netriviald intreagd [vezi H.
Reichardt: Einige im Kleinen iiberall 16sbare, im Grossen unlésbare diophan-
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tische Gleichungen, J. Reine Angew und Math., 184(1942) pp. 12-18].

7.6 Ecuatii de tip Bachet

Prin ecuatie diofantica de tip Bachet intelegem ecuatiile de forma
2_ 3
y =2"+kcukeZ (7)

Aceste tipuri de ecuatii au generat la vremea lor interes deosebit, iar in 1621 Bachet
a afirmat ca pentru k = —2 ecuatia (7) are solutie unica x = 3,y = 5.

Teorema 7.6.1. (Lebesque) Ecuatia y* = x3 + 7 nu are solutie in Z2.

Demonstratie. Daci x este par atunci y?> = 3(mod 4) ceea ce este absurd. De
asemenea, daci x = 3(mod 4) atunci y? = 2(mod 4) din nou absurd. Deci z = 1(mod 4).
Scriind y? + 1 = 23 + 8 = (z + 2)(2% — 22 + 4), cum 22 — 27 + 4 = 3(mod 4), deducem
ca y? = —1(mod 4) < y? = 3(mod 4) din nou absurd. W

Teorema 7.6.2. Ecuatia y> = 2% — 16 nu are solutie in Z°.

Demonstratie. Daca x este par, x = 2a, atunci y este de asemenea par, deci y = 2b
cu a,b € Z. Atunci b? + 4 = 2a3, deci b = 2c si a = 2d(c,d € Z). Atunci ¢ + 1 = 4d°>-
absurd. Deci z i y sunt impare. Deducem c& 23 = 1(mod 8), deci # = 1(mod 8). Atunci
z—2=—1(mod 8) si (z—2) | (2®—8) = y?+8. Deducem ci z —2 nu poate avea factori
primi p de forma p = 1, 3(mod 8), deci exista un prim p ce divide y? +8 iar p = 5(mod 8)
sau p = 7(mod 8).

Atunci 1 = () = (78) = (%2), contradictie (vezi Ex. 8 de la Capitolul 4). W

3]

7.7 Rezolvarea in numere intregi a sistemelor de ecuatii
liniare

In cadrul acestui paragraf vom prezenta conditii necesare si suficiente ca un sistem de m
ecuatii liniare cu n necunoscute cu coeficienti din Z sa aiba solutie intreaga precum si
modul de aflare a solutiei generale in caz de compatibilitate.

Definitia 7.7.1. O matrice U € M,,(Z)(n > 2) se zice unimodulard dacd det(U) =
+1.

In mod evident U este unimodulard daca si numai daca U este inversabild in M, (Z).
Grupul unitatilor monoidului (M,,(Z),-) se noteazd prin GL,(Z) si poartd numele de
grupul general liniar de ordin n al lui Z.

Pentrun > 1,i,j € N,i # 4,1 <i,j <ngi A € Z vom nota prin T;;(\) maticea din
M,,(Z) ce are 1 pe diagonala principald, A pe pozitia (z,7) si 0 in rest.

Reamintim ca pentru m,n € N, m,n > 2, matricea unitate I, este matricea din
M, (Z) ce are 1 pe diagonala principala si 0 in rest, iar matricea nula O,, ,, este matricea
din My, »(Z) ce are 0 pe toate pozitiile.
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De asemenea, pentru 1 < ¢ < n vom nota prin D; matricea ce diferd de matricea
unitate I,, doar pe pozitia (i,7), unde D; are -1.

In mod evident det(T;;(\)) = 1 si det(D;) = —1, de unde deducem ci T; ;, D; €
GL,(Z).

Definitia 7.7.2. Matricele de forma T;;(\) i D; cu A € Z,1 < 4,j < n definite
anterior se numesc elementare. Inmultirea la stdnga sau la dreapta a unei matrice A cu
o matrice elementara poarta numele de transformare elementard.

Din felul in care se inmultesc doua matrice, urmatorul rezultat este imediat:

Teorema 7.7.3. Fie m,n € Nym,n > 2 si A € My, »(2).

1) Dacd T;;(N\) este o matrice elementard din My, (Z), atunci matricea T;j(A)A se
obtine din A adundnd la elementele liniei i pe cele ale coloanei j inmulfite cu \:

2) Dacd T;j(\) este o matrice elementard de ordinul n, atunci matricea AT;;(\) se
obtine din A, adunand la elementele coloanei j pe cele ale coloanei i inmulfite cu A;

3) Daca D; este o matrice elementarda de ordin m, atunci matricea D; A se obfine
din A inmultind elementele liniei i cu -1;

4) Daca D; este o matrice elementard de ordin n, atunci matricea AD; se obtine
din A inmultind elementele coloanei i cu -1.

ai1 a2 a1z a4
Ezemple Fiem=3gin=4si A= ax ao as3 aou

a31 asz2 a3z 34

1 0 0
1. Daca Tog(A\) = | 0 1 X | € M3(Z), atunci
0 0 1
a1 a12 a13 a14
Tos(MA=| ao1 +Aaz1  ass + Aazz  ags + Aasz  agq + Aazy
as1 asz ass asq
1 X 00
01 0 O
2. Daca T2(A) = € M4(Z), atunci
2= 5 0 1 o 1(2), atunci
0O 0 0 1
aiz +Aann a3 aus
ATia(A aze + Aaz1  a a4
asz +Aas1 ass ass
1 0
3. Daca Dy = 0 -1 0 € M3(Z), atunci
0 1
a3 a14
DA =1 —as —azx —ax —an
aszz  as4
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1 0 0 O
01 0 O
4. Dacd Dy = € My(Z), atunci
00 1 O
0 0 0 -1
a1l a2 a1z —ai4
ADy=| a2 az az —as

asz1 asz2 G33 —a34

Definitia 7.7.4. Fien € Nyn > 2si 1 <4,j < n. Matricea P;; € M,(Z) ce se
obtine din I,, punand pe pozitiile (4,%) si (j,7) In loc de 1 pe 0 si care in plus pe pozitiile
(i,7) st (4,4) are 1 poartd numele de matrice de transpozitie.

10 0 0

0 010
FEzxzemplu. Daca n = 4, atunci Pa3 =

01 00

0 0 01

Corolar 7.7.5. Tinand cont de Teorema 7.7.3 deducem ca

Pentru oricen € Nyn > 2 gi 1 <14,5 <n avem egalitatea
Pij = DiTy;(1)Ti5(=1)Tj(1).

In particular, det(P;;) = —1, deci P;; € GL,(Z).

De asemenea avem urmatorul rezultat:

Lema 7.7.6. Fiem,ne€ N,m,n>2 si A€ My, ,(Z).

1) Daca P;j are ordinul m, atunci matricea P;j; A se obtine din A permutand linia
cu linia j;

2) Daca P;j are ordinul n, atunci matricea AP;; se obtine din A permutind coloana
1 cu coloana j.

Definitia 7.7.7. Fie m,n € N,m,n > 2si A, B € M, n(Z). Vom spune ci A este
aritmetic echivalentd cu B, i vom scrie A ~ B, dacd exista U € GL,,(Z) §iV € GL,(Z)
astfel incat UAV = B.

Se verifica imediat c& relatia ~ este o echivalenta pe M,, ,,(Z).

Lema 7.7.8. Oricare ar fi A € My, n(Z) exista 0 < r < min{m,n} si di,...,d, €
N* astfel incat

dy 0
da

A~ d, € My,.n(Z).
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Demonstratie. Pentru fiecare matrice A = (a;;) € My, n(Z) definim:

1<:<m
1<j<n
0, daca det(A) = 0;

mld) =1 min{|a;j|, a;; # 0}, (da)cé det(A) # 0.

Vom face inductie matematicad dupd m(A). Lema este in mod evident adevaratd
dacd A = O, . Sa presupunem ca A # Oy, si ca lema este adevirata pentru toate
matricele B € M, ,(Z) cu m(B) < m(A) ca si pentru matricele din M,,_1 n—1(Z).

Exista atunci 1 < ip < m si 1 < jo < n astfel incat m(A) = |a;,j,|. Prin diferite
permutdri de linii gi coloane ale lui A putem presupune ca ig = jo = 1 (adicd A ~
Pi;, APy j,). Astfel, putem presupune cd m(A) = a11 si chiar mai mult cd a;1 > 0 (céci
dacd aq; < 0, atunci in loc de A putem lua D7 A).

Cazul 1. Presupunem ci aq1 | a1; pentru 2 < j < n gi a1 | a;1 pentru 2 < i < m,
adica existd qij,¢i1 € Z astfel incat a1; = a11 - qij cu 2 < j < nsiai = an - g cu
2<i1<m.

Adunand la coloanele 2,3, ...,n coloana 1 a lui A inmultita respectiv cu —qi2, —¢13,
ai; 0
0o A
Aplicand ipoteza de inductie lui A’ deducem cé exista U’ € GL,,—1(Z) i V'GL,,_1(Z)

astfel Incat

.esy —q1p, §1 procedand analog pentru linii, obtinem: A ~ ycuA' € My—1 n—1(2).

do 0
d, "
UAV = 0 € Mp—1n-1(Z), unde d; € N* pentru
0 0
2<:<r.
Alegand U L0 1% L0 g U e GLn(Z),V €
egan = , Vo= ,di = a11 avem m(Z),
g 0 U R 1 11
dq 0
do
. a1 0 -
GLn(Z) §1ANU ( 0 Al ) V= d, cuAEMmﬁn(Z).
0
0 0

Cazul 2. S& presupunem ci existd in prima linie (sau prima coloana) a lui A un
element (s& zicem a1, cu 2 < jo < n) ce nu divide pe aq11. Impartind pe aq1j, la a1
putem scrie aij, = a1 - qij, + rij, cu 0 < ryj, < aqg.

Adunand la coloana jo a matricii A coloana intai Inmultita cu —gqy;, se obtine o
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matrice B ~ A care are in pozitia (1, jo) elementul rqj,.

Cum m(B) < ryj, < ai1 = m(A), conform ipotezei de inductie, B este echivalenta

cu o matrice de forma celei din enunt si atunci gi A va avea aceeagi proprietate. ll

Observatie. Analizand demonstratia Lemei 7.7.8 se observa ca matricea diagonala
cu care A este echivalenta se obtine aplicand asupra lui A un numaér finit de transformari

elementare.

Lema 7.7.9. Orice matrice unimodulara U € GL,(Z), este egald cu produsul unui

numar finit de matrici elementare.

Demonstratie. Conform observatiei anterioare, exista matricele elementare Ry, ...,
Rs,Q1, ..., Qq astfel incat

dy 0
da

Ri..RUQ;..Q; = D = d, € M, (Z).

0 0
Cum 1 = |det(U)| = det(D), rezulta c& det(D) # 0, deci r = n. Din d; € N*|1 <

i <ngd..d, =1deducem ca di = dy = ... = d,, = 1, adica D = I,, si atunci
U=Ry'.R7'Q;1..Q7" Din T;;'(\) = T;;(—A) i D;' = D; rezultd ca si matricile
R L Qj_l sunt elementare, deci U este produs finit de matrici elementare. H
0 b 0
Lema 7.7.10. Pentru orice a,b € Z avem “ ~ (a,0) .
0 b 0 [a,b]

Demonstratie. Fie d = (a,b) si a1,b; € Z pentru care a = da; gi b = db;. Conform
Corolarului 1.2.7 de la Capitolul 1, exista h,k € Z astfel incat d = ha + kb, de unde

—kby  hay ko ay
det(V) = hay + kby = 1, adicd U,V € GL2(Z) si cum ab = (a,b)|a, b] obtinem c4 :

<a O)NU<a O>V<(a7b) 0 >'.
0 b 0 b 0 [a, b]

In cele ce urmeaza vom prezenta un rezultat important (cunoscut sub numele de

1 1 h —b
1 = hay + kby. Alegand U = < ) siV = ( ! > avem ca det(U) =

Teorema factorilor invarianii).

Teorema 7.7.11. Fie m,n € Nym,n > 2 si A € M, ,(Z). Atunci exista
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1y fr € N* cur = min{m,n} unic determinati astfel incat f1| fo | ... | fr si

bil 0
fr
A~ 0 € My, n(Z).
0 0
Demonstratie . Conform Lemei 7.7.9 avem
dy 0
A~ dr - D
0
0 0

cud; € N*,1 <i<r=min{m,n} iar D € M,, ,(Z).

IN

Facand la nevoie permutari de linii sau coloane putem presupune ca d; < dy < ...
dp.
Daca pentru i < j,d; { d;, atunci conform Lemei 7.7.10 exista matricile unimodulare

U:<x y),V: p q)astfelincét
zZ w s

U(di 0>V2<(di,dj) 0 )
0 d 0 [didj]

Consideram acum matricele U’ de ordin m ce se obtine din I, punand pe pozitia
(i,1) pe x, pe pozitia (j,j) pe w, pe pozitia (i, j) pe y iar pe pozitia (j,7) pe z si matricea
V' de ordin n ce se obtine din I,, punénd pe pozitia (i,7) pe p, pe pozitia (j,7) pe t, pe
pozitia (4,7) pe ¢ iar pe pozitia (j,7) pe s.

In mod evident, U’ € GL,,(Z),V' € GL,(Z) iar matricea U' DV’ se obtine din D
inlocuind pe d; cu (d;,d;) iar pe d; cu [d;, d;].

Daca dy | dj,2 < j < r atunci se defineste f; = dy. Daca exista j > 2 astfel incét

di 1 d; atunci d; se inlocuieste cu (di,ds), iar d; cu [dy,d;] si observam ca in acest caz
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(dq,d2) < dy si (d1,d2) | [d1,de]. Dupé un numaér finit de pasi se ajunge la

d, 0
dy

0 0

cud;|d;cu2<j<rsiseia f; =dj. Dacad;|d},3 < j<r atunci vom lua f, = dj.
In caz contrar, se aplicad procedeul de mai Inainte s.a.m.d.. Astfel, dupa un numar finit
de pasi se obtine o matrice de forma celei din enunt echivalentd cu A.

Sa ardtam acum unicitatea numerelor r, f1, fa, ..., fr

Pentru matricea A, prin A;(A) vom nota cel mai mare divizor comun al minorilor
de ordin 7 al matricei A.

Atunci dacd A ~ B in mod evident A;(A) = A;(B),i = 1,2,...,n iar pentru ma-
fi 0

fr cu f1 ‘ fg | | f,«, avem Al(D) = thg(D) =

tricea D =

0 0
fife, s An(D) = f1fa...fr lar Ay(D) = 0, pentru r < i < min{m,n}.
Cu aceasta teorema este complet demonstrata. W

Definitia 7.7.12. Daca A € M, »,(Z), atunci matricea unic determinata

fi 0

Jr € Mypn(Z), cu f1 | fo | ... | f- astfel incat

0 0
A ~ B se numeste forma diagonal canonicd a lui A. Numerele f1,..., f, > 1 se zic

factorii invariangi ai lui A.
Ezemplu ([22]). S& gdsim forma diagonal canonica a matricei

6 2 —-12 8
A=| -6 0 12 -6
12 2 -24 14

Inmultind pe rand la dreapta matricea A cu matricile Pja, T12(—3), T13(6), T14(—4)
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de ordin 4 si apoi la stdnga cu matricea T51(—1) de ordin 3, se obtine matricea B =
2 0 0 0
T51(—1)AP15T15(—3)T13(6)T14(—4) =] 0 -6 12 —6
0 6 -12 6

Inmultind la stanga matricea B cu matricea Dy de ordin 3, apoi pe rand la dreapta

cu matricile To3(2), To4(—1) de ordin 4 si in sfarsit la stanga cu matricea T32(—1) de ordin

2 0 0 O
3 se obtine matricea D = T35(—1)DaBT3(2)To4(—1) =] 0 6 0 0 | ce reprezinta
0 0 0 O
forma diagonal canonica a matricei A, 2 si 6 fiind factorii invarianti ai acesteia.
1 0 0
Fie U = T32(—1)D2T51(—1) = 0 -1 0 |si
-1 1 1
0o 1 2 -1
1 -3 0 -1
V' = P1oT12(=3)T13(6)T14(—4)123(2)T24(-1) = 0 0 1 0
0 0 0 1
2 0 00
Avem U € GL3(Z),V € GL4(Z) siUAV =] 0 6 0 0
0 0 0O

Cu ajutorul celor stabilite anterior vom studia in continuare sistemele liniare de m

ecuatii cu n necunoscute:

a11X1 —+ ...+ alan = bl
a1 X1 + ... + asn,X,, = by
(5)

Clm1X1 + ...+ aman = bm
cu coeficientii a;;,b; € Z,1 <i<m,1 <j < n.
Prin solugie intreagd a lui (S) intelegem un n-uplu (Aq, ..., \,) € Z™ astfel incat

n

Z ai;A\j = b; pentru orice 1 <7 < m.

j=1
ail e Q1p by X1
Daca notam A = ,b = si X = atunci
Aml - Gmn bm X
sistemul () se scrie matricial sub forma AX =b.
Definitia 7.7.13. Dacd U € GL,(Z),U = (u;;) ) atunci transformarea
1<i<m
1<j<n
n
Xi =Y w;Y;,1 < i < n (sau matriceal X = UY) se numeste substitutie intreagd
j=1
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Y
unimodulara, unde Y =

Y,

Propozitia 7.7.14. Fie U € GL,(2),U = (uy;) st numerele reale

n
a;, B cul <i<n astfel incat B; =) u;05,1 <i<n.
j=1

Atunci B; € Z pentru 1 < i <n dacd si numai dacd a; € Z pentru 1 < j <n. Mai
mult, (B1, ..., Bn) este solutie intreagd a sistemului (S) dacd $i numai dacd (aq, ..., )
este solutie intreagd a sistemului (AU)Y =b.

Demonstratie. O implicatie este evidenta.

S& presupunem acum cd 8; € Z pentru 1 < i < n si fie V € GL,(Z) astfel incat
VU =UV = I,,. Atunci

n

a a B 1; v1i B
Ll=vo o =V o= : :
“n on Bn i UnifBi

i=1

de unde deducem ca «; € Z pentru 1 < i <n. Ultima afirmatie este evidenta. B
Lema 7.7.15. Dacd ay, ..., a, € Z, atunci exista U € GL,(Z) astfel incdt (ay, ..., a,)U =
(d,0,...,0), unde d = (a1, az, ..., an).
Demonstratie. Facem inductie matematica dupa n si sa aratam la inceput ca lema
este adevarata pentru n = 2.
Dacd d = (ay, ...,a2), atunci a; = da} si ax = day cu ay,a, € Z iar (af,a}) = 1,
h A
de unde deducem ci exista h,k € Z astfel incat ha} + kay, = 1 i fie U = ) C/LQ )
ay
(cum det(U) = ha) + kab, = 1 deducem cd U € GLy(Z)).
Avem ci (a1, a2)U = (hay + kag, —ayah + aza}) = (d,0).
Fie n > 2 gi sa presupunem ca lema este adevaratd pentru n — 1. Atunci exista
Vi € GL,,_1(Z) astfel incat (as,...,a,)V1 = (d1,0,...,0), unde d; = (az,as, ..., a,) astfel
1 0
ca daca notam V = 0V € GL,(Z) avem (ay,...,a,)V = (a1,ds,0,...,0).
1
Conform cazului n = 2 exista Wy € GLy(Z) astfel incat (aq,d;)W1 = (dy,0), unde
d= (al, dl)
W 0

Daci alegem W = ] € GL,(Z) atunci W € GL,(Z) si (a1, ...,an)U =

0 1
(d,0,...,0), unde U = VW ( se observa ca d = (a1, ..., a,)).l

Sa consideram acum ecuatia:
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(%) a X1+ ...+a, X, =b,cuay,...,a,,b e Z.

Pentru n = 2 am aratat in §1 in ce conditii aceasta ecuatie are solutii intregi si felul
in care acestea se gésesc. In cele ce urmeaza vom face acelagi lucru cu ecuatia (*) pentru
n < 2 (prezentdnd deci o generalizare a Lemelor 7.1.1 gi 7.1.2).

Teorema 7.7.16. FEcuafia (*) cu coeficienti intregi admite solutii intregi dacd
st numai daca d | (a1,....,an). Daca U € GL,(Z),U = (u;j)1<i,j<n este astfel incdt
(at,...,an)U = (d,0,...,0), (conform Lemei 7.6.15) atunci (29, ...,20) cu 2? = ui1~%,1 <

1 < n este solutie intreagd particulard a ecuafiei (x). Solutia generald din Z a ecualiei
n

(x) va fi de forma (x1,...,x,) cu , x; =29+ > wijtj, t; € Z,1 <i<n.
=2
Demonstratie. Daca U € GL,(Z) ca in enunt, atunci facand substitutia intreaga

unimodulard X = UY obtinem (d,0,...,0)Y = b. Atunci deducem céa aceasta ultima
ecuatie are solutie intreaga daca si numai dacd d | b iar o solutie intreaga particulara a
acesteia este (%, 0, ...,0), solutia generali fiind de forma (%, to,..,tp)cut; €Z,2<j<n
arbitrare. Conform Propozitiei 7.7.14 obtinem ca

=

b

d w b

0 11d
:U . = .

Se -

‘ b
0 Unla

este solutia intreagd particulara a ecuatiei (%) iar daca (z1,...,z,) este solutia intreaga
oarecare a lui (x), atunci

b u11b+§:u1't' t;
- d d = 3ty
ta
=U =
T ' b,
n tn Un1 g'i‘ ]22 unjtj>tj

n
adica z; = {E(Z)-l- Z Uijtjvtj c Z, 1<i<n N
Jj=2
Observatii.

1. Cand d | b, descrierea solutiilor intregi ale ecuatiei (x) din enuntul teoremei
precedente se face cu ajutorul matricei unimodulare U. Calculul lui U se face folosind
de n — 1 ori algoritmul lui Euclid extins.

Intr-adevar, intr-o prima etapa, cu ajutorul acestui algoritm determinam succesiv:

di = (anflaan)»hlanfl +kia, =d;
dy = (an_2,d1),hoay, 2+ kody =ds
d = dn_1=(a2,dn—2),hn—10n_1 +kidp_2=dr—1 =d
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si atunci avem

1 0
1 0
1
U= 1 )
hy —d
h1 —Qnp k ,
a
0 ki al 2 et
Lo 0 1
hn_l d;l—l 0
kn—l ay
1 ,unde a, = dyal,,an_1 = dyal,_1,dy = dad}, a2 =
0 1

daal,_,, etc.

2. Cand n = 2 obtinem rezultatele de la §1.

Lema 7.7.17. Fien > 2 si A = (aij)1<i,j<n € M, (Z) astfel incdat A = det(A) > 0.
Atunci exista U € GLy(Z) astfel incat

C11 0 . 0
C21 C22 [N 0 . .
AU = unde ¢c;; > 0,1 <i<ngi 0<¢1,C0,0.,Ci-1 <
Cn1 Cn2 «o. Cpn
Cijy 1 § 7 S n.
Demonstratie. Fie c11 = (a11,a12,...,a1,). Conform Lemei 7.7.15 exista Uy €

GL,(Z) astfel incat (a1, a12,...,a1,)U1 = (11,0, ...,0) si deci

C11 0 N 0
i / I
AUy = | P2 %22 P | dedl € Z.
1 ij
! / !
aly, a. ... a,

Aplicand din nou aceeagi lema gisim V € GL,_1(Z) astfel incat (aby,abs, ...,
1
ah, )V = (ca2,0,...,0) unde co2 = (aby,dbs,...,a5,). Punind Uy = 0y | Avem

Us € GL,(Z) si se obtine

C11 0 0 N 0
"
aoq C29 0 0
_ " " " "
AUWUs = | afy a¥y afs ... daf,
" " " "
Ap1  Gpz  Ap3 Apn

Daci 0 < af; < coo ludm co; = af;, in caz contrar scriem aj; = caago1 + 21 CU

119



cu 0 ... 0
0 <71 <. Atunci AULURTo1(—g21) = | 121 ¢22 ... 0 sl alegem co1 = ra;.

Continuand se giseste matricea U = U Us... € GL,(Z) astfel incat matricea AU

este de forma celei din enunt. W

n
Teorema 7.7.18. Fie (S1) Y, aijX; = b;,1 < i < n un sistem de n ecuafis
j=1
liniare cu n necnoscute astfel incdt a;j,b; € Z si det(A) > 0 (A fiind matricea A =

(@ij)1<ij<n)-

Atunci sistemul (S1) admite solutie intreagd dacd §i numai daca congruentele (C)
En: a;; X; = bi(modm),1 < i < n au solutie intreagd pentru orice m € Z astfel incdt
6 i m < A.

Demonstratie. Implicatia de la stdnga la dreapta este evidenta.

S& presupunem acum ci (C') are solutie pentru orice 0 < m < A. Scriem pe (C)
sub forma matriciala astfel AX = b(mod m),0 < m < A.

Dacd X = UY este o substitutie intreaga unimodulara, atunci (AU)Y = b(mod m),
0<m < A. Alegdnd U € GL,(Z) datd de Lema 7.7.15 sistemul (S7) devine

c11Y1 = by
€21Y1 + c22Yo = by

Cn1Y1 + CnQ}/Z + ...+ CnnYn = bn

Evident A = ¢11¢992...Cnp, deci 0 < c1609...¢5 < A1 < i < n.

Cum 0 < ¢11 < A, congruenta ¢11Y; = by (mod ¢11) are solutie, deci existd h,k € Z
astfel incat c11h = by + kc11, de unde ¢y = by cu o = h — k.

Adunénd ecuatia ¢11Y7 = by (inmultitd cu —ca1) cu ecuatia c12Y7 + c2Y? = by
(inmultitd cu c11) se obtine ¢11¢22Ys = —ca1b1 + ¢11b2.

Conform ipotezei, congruenta c11ca2Y2 = ca1b1 + c11b2(mod c11¢92) are solutie, deci
existd h', k' € Z astfel incat ciicaoh’ = —co1c1101 + c11bs + k'ci1c92. Simplificand cu
c11 # 0, obtinem coja1 + ooy = by, unde ap = h/ — k' € Z.

Analog, din primele trei ecuatii in Yi,Y?,Ys obtinem ciicaacssYs = ciicoobs —
c31C22b1 — cr1C22b1 — c1163202 + 2103201

Inlocuind b1 = ¢11a1, b2 = ca101 + o202 si pornind de la conditia ca aceasta ultima
ecuatie sa fie solubild modulo ¢11co0c33, gasim ag € Z astfel Incat ¢z + czos + 33003 =
bs.

Continuand in acelagi mod gasim o solutie intreagd (oq, s, ...,qy) a sistemului
AUY = b si atunci (51, B2, ..., Bn), unde B; = i u;jaz,1 <4 < n este o solutie intreaga

Jj=1
a sistemului (S7) AX =b. &

Observatie. Cum Z,,-urile sunt finite, rezulta din teorema de mai sus ca putem

stabili printr-un numar finit de incercéri dacé sistemul (S7) are sau nu solutii intregi.
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Teorema urmatoare solutioneaza cazul sistemelor omogene.

n
Teorema 7.7.19. Sistemul de ecuatii liniare (S2) Y, ai; X; = 0,1 <i < m cu
j=1
a;; € Z,(m < n) admite o solufie intreagd netriviald (1, ...,2,) ce satisface conditia
_1 n
|z;| < (a1a9...am)" =M1 < j <n, unde a; =Y |a;;|,1 <i<m.
j=1

n
Demonstratie. Fie Li(Xq,..,X,) =Y, a;X;,1 < i < m,b; = > a;5,—¢ =
j=1 aij>0
Z CLinj,l S ) S m.
ai; <0
Atuncia; = b;+c;cul <i<mgifieae€ N. Daca0 < aj<acul <j<n,
atunci —¢;a < Li(ag,...,an) < bja,1 < i < m, deci L;i(aq,...,a,) ia cel mult a;a + 1

valori intregi.

Alegand o = [(alag...am)ﬁ] (partea intreagal) atunci a > (alaQ...am)ﬁ -1,
de unde (a +1)" > (a + 1)™ay...an, > (@1a+1)...(ama + 1).

Deducem ca exista (af, ..., ) # (of,...,all) cu0 < of, of < aastfel incat L;(o, ..., a
Li(af,....,al),1 <i<n.

Alegand z; = o — of/;1 < i < n, avem ca L;i(z1,....,2,) = 0,1 < i < m si

lz;| < (alag...am)nflm,l < j <n. Mai mult, (1, ..., z,) # (0, ...,0) si astfel teorema este

demonstrata. W

Cu ajutorul formei diagonal canonice a matricelor din M,, ,,(Z) putem acum solutiona
problema existentei si descrierii solutiilor intregi ale unui sistem de m ecuatii liniare cu
n necunoscute cu coeficienti intregi.

Teorema 7.7.20. Fie sistemul de m ecuatii liniare in n necunoscute cu coeficienti

intregi

(S)

S
S

7j=1
Daca A = (a;j) 1<i< € Mpn(2) iU € GL,(Z),V € GL,(2),U =
1<5<n

fi 0
(uij), V = (vi5) sunt astfel incit UAV = Jr 0 (vezi Teorema

0 0
7.7.11), atunci conditia necesard si suficientd ca (S) sd aibd solutii intregi este ca fi | >
j=1

upjb;, 1 <k <1 st Y uby =0,r < j <min{m,n}.
j=1

.. 0 0 0 _ T 'UikUkjbj . .
In aceste conditii (27,...,x,), unde ]} = >, =722 1 < i < n, este o solufie

k,j=1 k
intreaga a sistemului (S). Mai mult, un sistem (x1,...,x,) de numere intregi este solutie
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a lui (S) dacd si numai dacd x; = 29+ > vigtp, tp € Z,1 < i < n.
k=r+1
Demonstratie. Scriem sistemul (S) sub forma matriciala AX = b. Cum UAVV 1 X =

Ub, notand Y = V~1X avem (S’) DY = UL unde

f1 0

Jr

Deducem ca f Yy 72 ujrb;, 1 <k <rs0= Z ug;bj,r < k < min{m,n}. Este
j=1 Jj=

clar ¢ DY = Ub admite solutie intreaga daca si numai daci fy, | Z ugib; , 1 <k <rsi
j=1
o solutie particulara a sistemului (S’) este:

m m

2.7 s w27 s
)

iar solutia generald a sistemului (S’) este:

i u i u
(Z 1 Z b byt oens )
j=1 j=1

cu typq1, ..., ty arbitrari din Z. Cum X = VY deducem ca solutiile sistemului (S) sunt

cele din enunt. W

FEzxzemplu. Sa consideram sistemul:
6X; +2X, —12X5+8X, =10

(*) —6X1 + 12X3 - 6X4 =18
12X +2X5 — 24X3 + 14X, = -8

6 2 —-12 8
Avem A=| -6 0 12 -6
12 2 —-24 14
2 0 00
Dupéa exemplul de la Teorema 7.7.11 avem ca UAV = 0 6 0 0 |, unde
00 0 0
0 1 2 -1
1 00 1 30 1
U= 0o -1 0 |, V=
0 0 1 0
-1 1 1
0 0 0 1



Avem r =2, f1 =2, fo = 6.
Din

10 5i 2| 10,unde 2 = f;

4
> uysb
j=1

3
> ugb; = —18i 6| —18,unde 6 = f,
j=1

3
Zu?,jbj =0
j=1

rezulta ca sistemul (*) are solutie in numere intregi (conform Teoremei 7.7.20).
Urmaéand algoritmul dat de Teorema 7.7.20, deducem ca o solutie particulara a lui

(%) este (29, 29,29, 29) = (=3,14,0,0) iar solutia generald este:

1 = —3+23—14
To = 14—ty

r3 = t3

Ty = 1y

cu tg,ty € Z arbitrare.
Observatie. Acest paragraf a fost redactat in cea mai mare parte dupd lucrarea [22].
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Capitolul 8

Puncte laticeale in plan si

spatiu

8.1 Puncte laticeale in plan

Sa consideram planul euclidian £ raportat la un sistem ortogonal de axe de coordonate.
Definitia 8.1.1. Un punct M de coordonate (a,b) din planul euclidian £ se zice
punct laticeal daca a,b € Z.
Teorema 8.1.2.(Steinhaus-Sierpinski) Pentru fiecare numdar n € N* existd in
planul euclidian €& un cerc ce contine in interiorul sau exact n puncte laticeale.
Demonstratie. Si consideram in £ punctul C de coordonate (v/2, %) si sa demon-
stram ca dacd M(a,b) si N(c,d) sunt doud puncte laticeale din £ ce au aceeagi distanta

la punctul C, atunci M = N. Intr-adevar, daca CM = C'N, atunci:

(VI + B3P = e~VD +(d-3 e

2
20c—a)V2 = cz—i-dz—a2—b2—|—§(b—d)7

deundea=csi?+d?>—a®> -+ 2(b—d) =0« (d—b)(d+b—%) =0sicum b,d € Z,
d+b— % = 0, ceea ce implica b = d, adica M = N.

Tinand cont de observatia de mai inainte, punctele laticeale din £ pot fi ordonate
in functie de distantele lor la C/(v/2, %;) Fie deci M; punctul laticeal a carui distanta d;
la C este cea mai micd, My urmatorul (adica acel punct pentru care distanta ds de la
My la C este cel mai apropiat numéar natural fatd de d;) s.a.m.d. Obtinem astfel girul
M, Ms, ... de puncte laticeale cu proprietatea ca dacd notam prin d; distanta de la M; la
C,i=1,2,..., atunci d; < dy < ds < .... Atunci cercul cu centru in punctul C si de raza
dn+1 contine 1n interiorul sau doar punctele laticeale My, My, ..., M,, ce sunt in numar de

n si astfel teorema este demonstrata. W
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Observatie. Exista un rezultat datorat lui Hugo Steinhaus potrivit caruia pentru
fiecare numar natural n € N exista un cerc de arie n ce contine in interiorul siau exact
n puncte laticeale.

Teorema 8.1.3. (A. Schinzel) Pentru orice numar natural n € N existd in € un
cerc ce contine pe circumferinta sa exact n puncte laticeale.

Demonstratie. Daca n este par, adica n = 2k cu k € N, vom demonstra ca cercul
de centru (%,0) i raza % 5t contine pe circumferinta sa exact n puncte laticeale,
pe cand atunci cand n este impar, adica n = 2k + 1 cu k € N, cercul de centru (%70)
si raza % - 5* contine pe circumferinta sa exact n puncte laticeale. Pentru aceasta vom
apela la Teorema 6.1.7 potrivit cireia numéarul total de perechi (z,y) din Z x Z pentru
care 22 + 32 = n este egal cu 4(dy(n) — dz(n)), unde d;(n) este numarul divizorilor lui
n de forma 4t + 1 iar d3(n) este numarul divizorilor primi de forma 4¢ + 3(atunci cand
numaram perechile (x,y) facem distinctie intre (z,y) si (y,x) pentru x # y).

Cazul 1: n = 2k, k € N. Si consideram ecuatia (1) 22 +y? = 5k — 1. Toti divizorii
lui 5~ sunt puteri ale Iui 5, deci toti acesti divizori sunt de forma 4t + 1. Cum numérul
acestor divizori este k deducem ca dy(5*~!) = k iar cum d3(5*~!) = 0 atunci numarul
perechilor (z,y) € Z x Z pentru care 2% + y? = 5k — 1 este 4(k — 0) = 4k. Cum 5*~!
este impar trebuie ca x sau y sa fie impar.

Cercul de centru Cl(%, 0) si raza % 5T are ecuatia:

5 e (20— 1)2 4487 =551 e (20— 1)2 + (28)° =51(2).

A~ =

(af%)zﬂi’?:

Deci un punct M («, B) se afla pe circumferinta cercului Cy daca gi numai daci coordo-
natele sale (o, 8) verificd (2). Se observa c& dacd M (a, ) se afla pe cercul C; nu rezulta
ca si M(B,a) se afla pe C;1. Astfel, numarul punctelor M(«a, ) de pe cercul Cy cu
(o, B) € Z X Z este egal cu numarul perechilor ordonate (o, ) € Z X Z ce verificd ecuatia
(2). Se observa ci ecuatia (2) este de tipul (1), astfel c& numarul solutiilor (o, §) € Z X Z
ale lui (2) este egal cu numaérul solutiilor ordonate (z,y) € Z x Z ce verifica (1), adica
cu % =2k =n.

Cazul 2: n = 2k+1,k € N. Cain cazul 1, daci vom considera ecuatia z2+7% = 52*
(3); numarul perechilor (o, 8) € Z x Z ce verifica (3) este egal cu

4[dy (5%F) — d3(5%%)] = 4[(2k + 1) — 0] = 8k + 4.

S& observam acum c& punctul M (a, 8) se afld pe circumferinta cercului 02(%, 0) si
raza 5¢ < (a — %)2 + 32 = % 5% < (4)(3a — 1)? + (3B8)% = 52k, Astfel, numarul de
puncte laticeale M («, 8) de pe Cs este egal cu numaérul solutiilor ordonate (x,y) € Z x Z
ale ecuatiei (3) cu z = 3a—1 i y = 38. Pentru a determina numaérul acesta, s impartim
cele 8k + 4 solutii din Z ale lui (3) in 8 familii:

(,y), (@, —y), (—2,9), (=2, —y), (v, 2), (¥, —2)(—y, 2), (~y, —2).

Daci = = 0 atunci familia se reduce la 4 solutii: (0,y), (0, —y), (y,0), (—=y,0).

126



De asemenea, daca = y existd numai 4 solutii in familia de mai sus: (z,z), (—z,
z), (z,—x), (—z, —z). Cum 52k
Solutiile lui (3) cu o component# nula sunt: (0,5%), (0, —5%), (5,0) si (—5%,0).

In consecinta, familia celor 8k + 4 solutii se imparte in & familii de 8 solutii i o

este impar aceasta posibilitate este exclusa.

familie de 4 solutii.

Observam de asemenea cd ecuatia (4) este de tipul (3), cu = —1(mod 3) si
y = 0(mod 3) ) si ca 52% = 25% = 1% = 1(mod 3). Deoarece patratul unui numar intreg
este congruent cu 0 sau 1 modulo 3, daca (z,y) € Z x Z si 2% + y? = 5% atunci trebuie

2 sau y? s fie congruent cu 1 iar celalalt cu 0 modulo 3.

ca unul dintre x

Fie x si —z termeni din familia celor 8 solutii ce sunt divizibili prin 3. In acest caz
y sau —y este congruent cu —1 modulo 3. S& presupunem ci y = —1(mod 3). Atunci
numai cele 2 solutii (y,z) si (y, —z) au primul termen congruent cu —1 modulo 3 i pe
al doilea congruent cu 0 modulo 3 (observam ca in familia celor 4 solutii, (—5%,0) sau
(5%,0) este de tipul de mai inainte ).

In concluzie, fiecare din cele k familii de 8 solutii (z,y) ale lui (3) contin exact 2
solutii ale lui (4) si o singura familie din cele 4 solutii ale lui (3) contine o singura solutie
a lui (4). Obtinem in total 2k + 1 = n solutii pentru (4), astfel cd pe cercul Cy se afla
exact 2k + 1 = n puncte laticeale. B

Teorema 8.1.4. (G. Browkin) Pentru orice numdr natural n € N, existd in € un
patrat ce contine in interiorul sau exact n puncte laticeale.

Demonstratie. Vom Incerca sa ,,ordonam” punctele laticeale din & intr-un sir
Py, Py, .... Pentru aceasta vom utiliza functia f : Zx Z — Ry, f(z,y) = |z +yV3 — %| +
|zv/3 —y — %L pentru orice (z,y) € Z x Z.

Sa aratam la inceput ca daca (a,b),(c,d) € Z X Z si f(a,b) = f(c¢,d), atunci

(a,b) = (¢,d), adica a = c 5l b =d.

Intr-adevar, egalitatea f(a,b) = f(c,d) este echivalentd cu:

1 1 1 1
a+0V3—2)+qaV3—-b— —)=r(c+dV3—>)+s(cV3—d— —

p< 3+l )= 2)+s( 7
cup,q,r,s € {£l1}.

Tinand cont ci v/3 este numir irational si ci o egalitate de forma z+yv/3 = z —|—y/ V3
cu (z,y), (z',y') € Z x Z implici = =’ siy =y, din (1) deducem c:

@) pa—qb—rc%—sd—i—%:O@i

rd—l—sc—pb—qa—i—qT =0.

Din (2) deducem cu necesitate ca r g P — %, lucru posibil doar pentru r = p si
q = s, astfel ca (2) capata forma echivalenta:
@){pw—@+«d—w:0@
p(d —b) 4+ g(c —a) =0.
Multiplicand prima egalitate din (3) cu p si pe a doua cu g si scazandu-le, obtinem
egalitatea (a — ¢)(p? + ¢?) =0 & 2(a — ¢) = 0 & a = ¢. Deducem atunci si ci b = d.
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Sa vedem ce interpretare geometrica are f.

Pentru aceasta considerdam in £ dreptele d si d’ de ecuatii:
1
(d) - x+y\f—§=o

(d) : z=V/3—y-— =0.

B

Evident, d L d' si ()N (d') = {(3,0)}.

Tinand cont de formula ce d& distanta unui punct P(z,y) la (d) si respectiv (d'),
deducem imediat ca f(x,y) = 2PQ + 2PS, adica f(z,y) este perimetrul dreptunghiului
PQRS din figura 3 de mai sus.

Gaésim atunci un punct laticeal P;(x1,y;) in apropierea lui R pentru care f(x1,y1)
este cea mai mica valoare a lui f(z,y) (cdnd z,y € Z). Conform celor stabilite la inceput
punctul P; este unic.

In felul acesta putem ordona punctele laticeale intr-un gir Py, Ps,... (scriind ci
Pi(zi,yi) < Pipr(@is1,viv1) € f(a,vi) < f(Tiv1, yiv1))-

Dacd P, (xn,yn) este al n-lea punct laticeal in aceastd ordonare, si notdm a, =
f(@n,yn), iar

1 1
h(z,y) = z(1+\/§)+y(\/§,1),§, 7
1 1
g(z,y) = z(l—\/§)+y(\/§+1)—§+73-
Sa consideram acum cele 4 drepte: h(z,y) = Lan4+1 §i g(x,y) = Fa,41; se verifica

imediat ca cele 4 drepte formeaza un patrat.

Dacé avem un punct laticeal P(x,y) atunci —an41 < h(z,y) < any1 < |h(z,y)] <
an+1, adicd P se gasesgte intre dreptele de ecuatie h(z,y) = any1 si h(z,y) = —ap41 sl
reciproc.

Similar, se deduce ca punctul P(z,y) se afla intre dreptele de ecuatii g(z,y) = anit1
st g(2,y) = —ant1 < |9(@,y)| < ans1.

Astfel, punctul P(xz,y) se afla in interiorul patratului din figura 4 < |h(x, y)| < ant1
silg(@,y)| < antr.

Insi se verificd imediat cd pentru numerele reale a,b,c(c > 0): |a] < csi [b] < ¢

<:>|a'2‘_b|+|a5b|<0§iastfe1:

|h(l’,y)| < an+1,
|h(l’7y) ;g(x;y)| + ‘h(x;y) gg(lﬂ,y)‘ < Qpi1 & f(x7y) < py1, adicépunctul

|g(x,y)| < Up+1
laticeal P(x,y) se afla in interiorul patratului din Fig. 4 daci si numai dacd f(z,y) <

Ap41-
Atunci in interiorul patratului din figura sunt exact punctele laticeale Py, Ps, ..., P,,

ce sunt in numar de n. W
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Teorema 8.1.5.(Pick) Fie P un poligon convex in plan care confine m puncte
laticeale in interiorul sau, k puncte laticeale pe laturi sau varfuri si varfurile sale sunt
puncte laticeale. Atunci Aria(P)=m + % —1.

Demonstratie. S& demonstram formula la inceput pentru cazul m = 0,k = 3
(aceasta exprima faptul cd P este un triunghi cu varfurile in nodurile retelei si care nu
mai contine alte noduri pe laturi sau in interior). Atunci S = % (vezi figura 5).

Sa trecem acum la cazul general. Descompunem poligonul P in triunghiuri cu
varfurile in puncte laticeale si care nu mai contin puncte laticeale pe laturi sau in interior.

Vom calcula numarul n de triunghiuri de mai sus in doua moduri exprimand in
doua moduri suma unghiurilor lor.

Pe de o parte, suma unghiurilor lor este 180° - nn iar pe de alta parte, suma unghi-
urilor lor este egala cu suma unghiurilor poligonului si a unghiurilor din jurul punctelor
interioare, adica 180° - (k — 2) + 360° - m.

Deci 180° = 180°- (k—2)+360°-m, de unde n = 2m+k—2si cum S = % deducem
caS=m+5-1.m

Observatii.

1. Teorema lui Pick este valabild si pentru poligoane oarecare (nu neapirat convexe),
insa demonstratia ei este diferita de cazul convex.

Pentru aceasta vom considera doua poligoane ()1 si @2 care au toate varfurile in
puncte laticeale si care sunt adiacente prin una din laturile comune AB (vezi figura 6).

Sa presupunem cunoscut si formula S = m+ % — 1 este adevarata pentru amandoua
aceste poligoane; vom demonstra ci in acest caz, formula va fi adevaratd si pentru
poligonul mai mare @, obtinut prin reuniunea lui Q; i Q.

Intr-adevar, fie S1,mq si ky - aria, numarul punctelor laticeale din interiorul poligonu-
lui gi numarul punctelor laticeale de pe frontiera lui @1, iar Se, mo gi ko-numerele core-
spunzatoare pentru poligonul Q5.

Conform ipotezei avem S = mq + % —1giSy=ms+ % —

Vom nota cu k' numarul nodurilor retelei de patrate situate pe segmentul AB, care
contine punctele A si B. Pentru poligonul @), aria sa S, numéarul m de puncte laticeale
din interiorul sau si numarul k& de puncte laticeale de pe frontiera sa vor fi exprimate cu
ajutorul lui my, ma, k1, ko g1 k" astfel: S =51 + Sz, m = my +ma + (k' — 2) (la punctele
laticeale interioare se vor adauga toate punctele laticeale situate pe AB cu exceptia lui
AgiB)sik= (ks —K)+ (ko — k') +2 (in ultimul termen +2 figureaza nodurile A si B
). Deci:

k k
S = Sl+52:m1+51—1+m2+?2—1
k ko —2K" + 2
e (m1+m2—|—k/—2)—|— 1+ 22 + —1
k
= — —1.
m—l—2

Formula de demonstrat la modul general se poate stabili acum inductiv.
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2. Merita sa mai amintim gi un rezultat datorat lui Hermann Minkowski legat de
punctele laticeale:

Daci un poligon convex simetric fata de centrul sau (care este un punct
laticeal) nu mai contine in interiorul siu alte puncte laticeale, atunci aria sa
este < 4 (ca unitate de arie se considera aria unui patrat al retelei).

Nu vom prezenta aici demonstratia teoremei lui Minkowski deoarece ea este destul
de laborioasd, dar in esent este asemanatoare cu cea a teoremei lui Pick (indicam citi-
torului lucrarea [20]).

Pentru un numaér natural n fie ¢(n)=numaérul de reprezentari ale lui n ca suma de
doua pétrate de numere naturale (doud reprezentari fiind considerate diferite daca difera
ordinea termenilor) - vezi Teorema 6.1.7 de la Capitolul 6.

De exemplu : 7(1) = 4,7(2) = 4,7(3) = 0,7(5) = 8,7(6) = 0,7(7) = 0,7(8) =
4,7(9) =4,7(10) = 8.

Dupa cum am vazut mai inainte, orice numar prim de forma 4k + 1 are o unica
reprezentare ca suma de doud patrate de numere naturale (daca nu tinem cont de ordinea
termenilor; vezi Propozitia 6.1.5. de la Capitolul 6). De aici deducem ca daca p este
prim de forma 4k + 1, atunci 7(p) = 8 (céci dacd (a, b) este o solutie, atunci sunt solutii
si (b,a) casgi (£a,£d), (£b, +a)).

Observam ci daca n = 22 +y?, atunci |2/, [y| < /n; deducem imediat ca 7(n) < /4.
Pentru n € N*, fie T(n) = 7(1) + 7(2) + ... + 7(n). Atunci T'(n) este numérul de solutii
din Z ale inegalitatilor: 0 < 22 + 2 < n.

(vl
Lema 8.1.6. Pentru oricen € N*,T(n) =4 > [Vn—k?].
k=0

Demonstratie. Daca x = 0, atunci y?> < n < |y| < v/n, deci numéarul numerelor y
pentru care 0 < z2 + y2 < n este 2[\/n).

Daci x = k # 0, atunci k% < n, deci |k| < /n iar y?> < n — k2, adica |y| < Vn — k2
(deci numarul y-cilor este 1 4 2[v/n — k2]; am adunat si pe 1 deoarece y = 0 trebuie
considerat).

Deoarece k € {+1,+2,...,+[y/n]} iar semnele + nu influenteazd valoarea lui k2,

obtinem ca:

[vn] [v7l V7l
T(n)=2[vnl+2 Y [1+2vn— k2] =4[Val+4 > Vo -k =4 [Vn— k2.
k=0 k=0 k=0

Astfel, de exemplu, pentru n = 100 avem

T(100) = 4([v/100] + [v/99] + [vV/96] + [vV/91] + [v84] + [V/75] + [V64] + [V/51] + [v/36] +
[V19]) =4(104+9+94+9+9+8+8+7+6+4) = 316.

Interpretare geometrica pentru 7'(n)

Pentrun € N, 14+T'(n) reprezintd numérul de perechi din Z? ce satisface inegalitatea
22+ 9% <n.
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Astfel, 14T (n) reprezintd numarul punctelor laticeale din interiorul cercului C,, de
centru (0,0) si razd v/n (eventual de pe circumferinta).

In continuare, la fiecare punct laticeal vom asocia un patrat ce are centrul in punctul
respectiv, laturile paralele cu axele de coordonate si aria 1 (vezi Fig.7).

Daca notam cu P aria acoperita de patratele asociate punctelor laticeale care nu
sunt in afara cercului C,,, aceasta este egald cu numaérul acestora, adicd P = 1+ T'(n).

Cercul Cy,, de centru (0,0) si razd /n—+ \% contine in interior sau pe circumferinta toate

punctele acoperite de patratele asociate punctelor laticeale din C,, (aceasta deoarece in
mod evident % este cea mai mare distanta posibila a unui punct din interiorul patratului
de arie 1 la centrul patratului).

Atunci P < aria(Cy,) < P < 7(v/n + %)2.

Pe de alta parte, dacd notdm cu Cs,, cercul de centru (0, 0) si raza /n— %, atunci

din aria(Cy,) < P deducem ca w(y/n — \%)2 < P.

Inlocuind P = 14 T'(n) deducem ca 7(y/n — %)2 —1<T(n)<w(vn+

Cumwx/i<5§i()<%w—1<1§\/ﬁdeducemcé:

1 1

W(\/ﬁ—i-ﬁf—l = 7rn+7rx/§\/ﬁ+§7r—1<7m—|—6\/ﬁ§i
1 1

W(\/ﬁ—ﬁf—l = ﬂn—wx/i\/ﬁ+§7r—l<7m—6\/ﬁ

de unde mn — 64/n < T'(n) < 7n + 6y/n & \% -7 < % iar de aici deducem:
Propozitia 8.1.7. lim @ =7
n—0oo
) ) . T(100)
Dupé cum am vézut 7'(100) = 316, deci —55~ = 3,16. Analog T'(400) = 1256,
deci 251%)(0?) = 3,14 iar T‘(llg%()&) = 3, 148.

Avem astfel posibilitatea de a aproxima pe 7 considerand valori din ce in ce mai

mari pentru n.

8.2 Puncte laticeale in spatiu

Considersim spatiul R* raportat la un sistem ortogonal de axe 0zyz.
Definitia 8.2.1 Un punct M(x,y, z) € R se zice punct laticeal, daci (x,y, z) € Z>.
Multe rezultate legate de puncte laticeale din plan au extinderi aproape imediate
la puncte laticeale din spatiu.
Lema 8.2.2. Dacd p,q,7 € Q sipV2+qV3+rV5€ Q, atuncip=gq=r=0.
Demonstratie. Fie pﬁ+q\/§+r\/5 =k € Q. Atunci p\@Jrq\/g = k—7rv/5, de unde
2p? +2pq\/6+3¢% = k*—2kry/5+5r2. Deducem ca 2pqy/6+2kry/5 = k24512 —2p*> —3¢% €
Q, de unde 2pg = 2kr = k2 +5r2 —2p> —3¢> =0iarde aicip=q¢g=r=0. &
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Teorema 8.2.3. Pentru orice numdr natural n € N* existd in spatiu o sferd ce
contine in intertorul sau exact n puncte laticeale.

Demonstratie. Sa aratam la Inceput ca sfera de centru (\/i7 V3, \/5) are cel mult
un punct laticeal pe suprafata ei.

Intr-adevar, sa presupunem ca pe suprafata sferei cu centrul in punctul de coordo-
nate (v/2,v/3,/5) exista doud puncte laticeale de coordonate (a, b, c) respectiv (d, e, f).

Scriind ca

(a=vV2)?+ (b= V3)? + (= V5)? = (d = v2)* + (e = V3)* + (f - V5)*

obtinem 2v/2(d —a) +2v3(e —b) +2V5(f —c¢) = d> +e? + f2 —a® — b® — ¢? € Q si atunci
conform Lemei 8.2.2, d—a=e—-b=f—-c=0sa=d,b=e,c=f.

Ca in cazul plan (Teorema 8.1.2) putem ordona punctele laticeale din spatiu intr-
un gir crescator My, Mo, ... in functie de distantele dy,ds, ... ale acestora la punctul de
coordonate (ﬁ, V3, \/5) Astfel, sfera cu centrul in punctul de coordonate (\/i, V3, \/5)
si raza d,+1 contine in interiorul sau exact n puncte laticeale din spatiu si anume pe
My, My, ..., M, . R

Teorema 8.2.4. (T. Kulikowski) Pentru orice numdr natural n € N* existd in
spatiu o sferd ce contine pe suprafata sa eract n puncte laticeale.

Demonstratie. Conform Teoremei 8.1.3 existd un cerc in planul Ozxy de ecuatie
(x —a)® + (y — b)?> = ¢ (cu a,b,c € Q,c > 0) ce trece prin exact n puncte laticeale
de coordonate (z,y). Identificind punctele laticeale de coordonate (z,y) din planul Ozy
cu punctele de coordonate (z,y,0) din spatiul Ozyz putem trage concluzia ci cercul
(x —a)? + (y — b)? = c contine exact n puncte laticeale (z,y,0) din spatiu.

Sa consideram acum sfera cu centrul in punctul de coordonate (a, b, v/2) si de raza

vc+ 2 a carei ecuatie in sistemul de axe Oxyz este:

1) @-a+y-0’+(:=-V2)’=ct+2¢e
(2) (x—a)’+@y—0b2+22-22v2=c

W=

Conform Teoremei lui Schinzel, a,b,c € Q ( putem avea de exemplu a = % sau
gi b =0 iar ¢ patratul unui numar intreg).

Astfel, daci (z,vy, z) € Z* verificd ecuatia (2), atunci cu necesitate z = 0 gi atunci
obtinem (z — a)? + (y — b)? = ¢ ce are numai n solutji.

Cele n puncte laticeale de pe sfera de ecuatie (1) sunt cele ce se obtin intersectand
suprafata sfericd cu planul de ecuatie z = 0 (obtinand astfel cercul de ecuatie (2) ce trece
prin exact n puncte laticeale).

In concluzie, sfera de centru (a,b,v/2) si raza \/c + 2 trece prin exact n puncte
laticeale din spatiu, de forma (z,y,0). H
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Capitolul 9

Clase speciale de numere

intregi

9.1 Numere de tip Fermat

Se numesc numere de tip Fermat numerele naturale de forma F,, = 22" +1 cun € N;
avem deci Fy = 3, F} = 5, Fo = 17, F3 = 65537, Fy = 2294967297 g.a.m.d.

Fermat a ajuns la studiul numerelor de forma F,, din mai multe considerente.

El a observat cd dacid numdarul 2™ + 1(m > 1) este prim, atunci cu necesitate m
este de forma m = 2™ cu n € N. Intr-adevar, daca existda un divizor impar k al lui m,
atunci m = kt cu t € N si atunci 2™ +1 = (21)F = (2 + 1)[(2)F 1 — (2H)F 2 + .. — 2! +1]
contrazicand faptul ca 2" 4 1 este prim.

Pe de alta parte, tot Fermat a observat ca numerele Fy, I, F5, F5 si Fy sunt prime
iar de aici el a tras concluzia pripita ca Fj, este numar prim pentru orice n € N. Numai ca
Euler l-a contraziz, ardtind ci Fj este compus avandu-1 ca divizor pe 641(vom vedea mai
tarziu cum arata divizorii primi ai unui numéar F),). Iata insa rapid o solutie a faptului ca
F; se divide prin 641. Avem Fy = 22" +1 = 228(544-24) — (5.27)% = 228.641 — (640* — 1) =
228,641 — (640 — 1)(640 + 1)(6402 + 1) = 641[228 — 639 - (6402 + 1)] = 641 - 6700417.

Importanta numerelor lui Fermat a inceput sa creasca datorita unui celebru rezultat
al lui Gauss potrivit ciruia un poligon regulat cu n laturi(n > 3) poate fi construit cu
rigla si compasul daca si numai daci n este de forma n = 2¥p;py...p, unde k,r € N iar
fiecare dintre numerele 3 < p; < py < ... < p, sunt numere Fermat prime.

Legat de multimea numerelor Fermat (F},),en se pun mai multe probleme(nerezol-
vate Incal):

Pi: In girul (Fy,)nen existd o infinitate de numere prime?

Py: In girul (F,)nen existd o infinitate de numere compuse?

Legat de P sd amintim ca in afara de numerele Fy, Fy, Fo, F3, Fy si F5 nu se mai

133



cunoagte un alt numar Fermat prim!

Legat de P s& amintim c& se cunosc peste 100 de numere Fermat compuse (cel mai
mare fiind Fh347; care are un numir de 107°% cifre si care se divide prin 5 - 223473 4- 1),
Nu se gtie in schimb daca Fss este prim sau compus.

Propozitia 9.1.1. (i) Numerele Fermat sunt de forma 12k +5 cu k € N*;

(i) Pentru orice numar natural n, Fy,, = (F,—1)?4+2 iar F,, 1 = F,F,_1...F1 Fo+2;
dacd m,n € N,m # n, atunci (Fp,, F,) = 1;

(#4i) Dacda n este par atunci F, = 3(mod 7) iar dacd n este impar, atunci F, =
5(mod 7);

(iv) Pentru nicio valoare a lwi n, numdrul F,, nu este patrat sau cub perfect;

(v) Pentrun > 2 divizorii primi p ai lui F,, sunt de forma p = 2"+2.k+1(k € N*).

Demonstratie. (i). Scriem 2" = 2 -m gi cum 4™ = 4(mod 12), deducem ca F,, =
4™ +1 = 5(mod 12).

(#4). Prima egalitate se face prin calcul direct iar pentru a doua utilizim inductia
matematicd dupa n, obtindnd ca F; =5 = Fy + 2 iar F,,41 = (F,, — 2)F,, + 2 si aplicim
ipoteza de inductie pentru F,,. Fie de exemplu m < n si d = (F,,, F,,). Din a doua
egalitate deducem c& d | 2 gi cum F), si F;, sunt impare, atunci d = 1.

(iii). Evident, Fy = 3 = 3(mod 7). Cum pentru orice n > 1, F,, 11 = (F, — 1) + 2,
atunci Fio = (Fpp1 — 12 +2=[(F, - 12 +2—-12+2=[F, - 1)?+ 12 +2 =
(F, —1)*42(F,, — 1) + 3 iar dac# presupunem c& F,, = 7k +3, atunci F,, o = Tk; +2* +
2(Tka +2) + 3 ="Tks + 16 + 4 + 3 = Tk3 + 3 si totul rezulta prin inductie.

Pentru cazul impar procedam analog.

(iv). Dacé prin absurd pentru un anumit n € N existd k € N astfel incat F,, =
=22 =k-D)k+1)=k-1=2%k+1=2cua<b=>20"1-2"1=1=4
1=k=3= 22" =8 - absurd!

Sa presupunem de asemenea prin absurd ca pentru un anumit n € N exista k € N

astfel incat F,, = k3. Conform celor stabilite mai inainte, pentru orice n € N, F),
3(mod 7) sau F,, = 5(mod 7) pe cand k* = —1,0,1(mod 7), deci si egalitatea F, = k*
este imposibila.

(v). Dacit p este un divizor prim al lui F,, atunci 22" = —1(mod p) = 22" =
1(mod p). Fie i € N cel mai mic numir natural cu proprietatea ci 2° = 1(mod p) (vezi
§ 8 de la Capitolul 1). Atunci i | 2"+, deci i = 2% cu k < n+ 1. Daci k < n, din
22" = 1(mod p) deducem ci 22" = 1(mod p)- absurd!. Deci k = n + 1. Conform micii
teoreme a lui Fermat, 2P~! = 1(mod p) si atunci 2"*! | p — 1, adici p — 1 = 2"T1h cu
h>1iarn > 2. Astfel p=8t+15i (2) = (1)
modulo p. Atunci 2°% = 1(mod p) = p%l |27k gin final p=2""2.k+1. A

Observatie. Punctul (v) al propozitiei de mai sus permite identificarea cu ugurinta a

p2-1
8

= 1, adica 2 este rest patratic

acelor numere prime care ar putea fi divizori ai unui numéar Fermat. De exemplu, pentru
F5, eventualii divizori primi ai sii trebuie s fie de forma p = 27 -k + 1 = 128k + 1, adica

257,641, s.a.m.d., aga ca a fost relativ ugor pentru Euler sa identifice factorul 641 al lui
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F5. De asemenea, in [48] la p. 349 se demonstreaza ca 5 - 21947 + 1 | Figys.
Teorema 9.1.2. (Lucas-1891) Pentru n € N, F,, este numdar prim dacd si numai
dacd F, | 377 + 1.

Demonstratie. ,,=”. Conform celor stabilite in cadrul Propozitiei 9.1.1, (i), F;, este

de forma 12k + 5. Pe de alta parte, daca un numar prim p este de forma p = 12k + 5,
atunci (%) = (_Tl) = —1, deci 3" = —1(mod p). Astfel, dacd p = F,, este prim, atunci
Fo=p|3= +1=3""" +1.

,<". S& presupunem ci F, | 3% 4 1; atunci 3 t F, si fie p | F,, un divizor prim,

p # 3 iar i cel mai mic numér natural pentru care 3° = 1(mod p)(vezi § 8 de la Capitolul
1). Conform micii teoreme a lui Fermat, p | 3f»~1 — 1 = 3f»~1 = —1(mod p) = 32" =
L(mod p) = i | 22". Dacd i = 2% cu k < 27, atunci 2% | 22" — 1 = fod = 4 | Lusl
Cum p | 3 — 1,p | 37 1 si astfel din p | F, = p | 3" 4+ 1, de unde p | 2,
adicd p = 2 ceea ce este imposibil deoarece F), este impar. Prin urmare i = 22" g cum
ilp—1=p=2"k+1. Cump>22"4+1=F,sip|F, = F, =p, deci F, este prim.
[ |

9.2 Numere de tip Mersenne

Se numesc numere de tip Mersenne, numerele naturale de forma M,, = 2™ — 1. Astfel,
My =0,M; =1,My = 3, M5 = 7,M4 = 15, etc. In mod evident, daca n este compus,
atunci i M, este compus, astfel cad pentru ca M, si fie prim cu necesitate si n trebuie
sa fie prim. Cum M;; = 21 — 1 = 2047 = 23 - 89, tragem concluzia ci pentru ca M,, si
fie prim nu este suficient doar ca n sa fie prim.

Marin Mersenne a trait in secolul 17 (1588-1648), insd numerele ce-i poartd azi
numele erau cunoscute inca din antichitate de Euclid.

Din pacate nu se stie pana azi daca exista o infinitate de numere prime p astfel incat
M, sa fie prim, dupa cum nici daca exista o infinitate de numere prime p pentru care M,
este compus. Unul din lucrurile importante care a impus studiul numerelor Mersenne
este acela c& cele mai mari numere prime cunoscute pand acum sunt de tip Mersenne(se
cunosc 42 de astfel de numere).

Tata un criteriu care ne permite sa stabilim daca un numar Mersenne este compus
sau nu:

Propozitia 9.2.1. Fie p un numdr prim, p > 3 astfel incat ¢ = 2p + 1 este prim
st p=3(mod 4). Atunci q | M, deci M, este compus.

Demonstratie. Din p = 4k + 3 deducem ca ¢ = 8k + 7, deci (%) = 1, adica
2% =1(mod ¢) = 271 = 1(mod q) = ¢ [ 291 — 1. A

Observatie. Din propozitia de mai inainte deducem ca 23 | My1,47 | Mas, 167 |
Mygs,263 | M131,2039 | Mio19, etc.

Propozitia 9.2.2. Fie p > 3 un numar prim, 1 < h < p,n =hp+1 saun =

hp® +1,n12" — 1, dar 2"~ = 1(mod n). Atunci n este numdr prim.
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Demonstratie. Fie n = hp® + 1, unde b € {1,2} si d = ord2(mod n)(deci d este cel
mai mic numér natural nenul cu proporietatea ca 2¢ = 1(mod n)). Atuncid |n—1,d{h
sicumn—1=hp® = p|d. Insi d | p(n), decip | p(n) = p{*~..pf(p1 —1)...(pr — 1),
unde n are descompunerea n = p{*..pp*. Cum ptn = p| (p1 —1)...(px — 1) = p are un
factor prim ¢ = 1(mod p), adicad p = mq + 1.

Cum n =1 = ¢g(mod p) = m = 1(mod p). Dacad m > 1, atunci n = (up + 1)(vp +
1),1 <u<wvsihpP™! = uvp+ v+ u.

Daca b =1 se obtine hp = uwvp + v + u, de unde p < wvp < h < p -absurd.

Daci b = 2 avem hp = uvp+v+u,p | u+v,u+v > p, de unde 2v > u+v > p,v > %p

§iuv<h<p,uv§p72,u§p;2 < 2(29])—2)

din nou absurd!

< 2. Deciu=1,dacav > p—1,u > p—1-

Rezultd m = 1 si n = ¢ este prim. S& presupunem acum ca 2p + 1 | M, si s&
consideram h = 2 si n = 2p + 1 in enuntul propozitiei anterioare. Avem h < p si{2" — 1
dar 2"~! = 227 = 1(mod n). Deci 2p + 1 este prim. W

In [37] se demonstreaza:

Teorema 9.2.3. (Lucas-Lehmer) Pentru p € N* numdar prim impar, M, = 2P — 1
este prim dacd st numai dacd M, | ap—1, unde (a;)i>1 este dat de a1 =4 i apy1 = a? —2
pentrun > 1.

Observatii.

1. Nu se stie inca daca exista o infinitate de numere Mersenne M, cu p prim; cel mai
mare numar Mersenne prim cunoscut este Mgg7os93 si are 2098960 cifre(a fost determinat
in 1999 de Nayan Hajratwala).

2. Cel mai mare numéir Mersenne compus cunoscut este M, cu p = 39051 - 26001 —

1(care este prim); acest numar a fost pus in evidenta in 1987 de A. Keller.

9.3 Numere de tip Fibonacci

Numim gir Fibonacci sirul (F,)p>1 definit prin Fy = Fy =181 F,,41 = F,, + F,,_1 pentru
n > 2.
Acest gir de numere a fost introdus in anul 1228 de céitre matematicianul italian
Leonardo Fibonacci pornind de la studiul inmultirii iepurilor de casa.
Tinand cont cd ecuatia caracteristica atagaté sirului lui Fibonacci este 22—z —1 = 0
cu raddcinile 2, = 1 V6 T . V6 deducem imediat ca pentru orice n > 1
1= 2 3 2 — -2 p - L
1 1
F,=—(z5 —z%) =
n \/5( 2 1) 2"\/5

Urmatorul rezultat contine o serie de proprietati interesante ale sirului (F3,)n>1.

[(1+5)" — (1 —+5)"].

Propozitia 9.3.1. (i) Pentru orice m,n > 2 are loc egalitatea Fp,yn = Fr_1F, +
FnLFn—l;
(#i) Pentru orice n > 1 avem (Fy, F11) = 1;
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(iti) Daca m | n, atunci F,, | Fp;

(iv) Dacdn >5 si F,, este prim, atunci $i n este prim.

Demonstratie. (i). Se face inductie matematicid dupa m(sau n).

(#4). Presupunem prin absurd ci exista m > 1 astfel incat (F,, Fry1) =d > 1 sl
il alegem pe m minim cu aceasta proprietate. Cum F,,+1 = F,, + Fj,—1 deducem ca
d | Frn—1 si atunci (F,,—1, Fy,) > d > 1, contrazicand minimalitatea lui m.

(#91). S& presupunem ca m | n, adicdh n = mk cu k > 1. Cum F,, = %(:135‘ — ) si

1 P, _ wh—at _ (2f)* — (a7)"

P = 5 (@ =) avem gt = g = St = a0 o a4+
m

v x;n(k_l) = [:v;n(k_l) + xgn(k_l)] + [x;n(k_Q)x’zn + me;n(k—2)] + ... € Z(deoarece din

1+ 22 =1s8i x122 = —1 deducem ca xtl —&—x’é € Z pentru orice t > 1), de unde concluzia.

(iv). S& presupunem prin absurd ci n nu este prim; atunci n = kt cu k > 3 i din
(i) deducem ci Fj, | F,, (cu Fj > 2) contrazicand faptul ca F;, este prim. B

Corolar 9.3.2. (i) Pentru orice n,k > 1 avem (Fpr—1,F,) = 1;

(ii) Pentru orice m,n > 1 avem (Fy, F) = Fm ny;

(#i) Daca m,n > 1 gi (m,n) =1, atunci F Fy, | Fion.-

Demonstratie. (i). Fie (Fpgp—1,F,) =d > 1. Cum Fg11 = Fop + Fug—1,d | F, si
F, | Fnr deducem cd d | Fyy si deci (Fpg—1, Fng) > d > 1 ceea ce este absurd (conform
cu (i7) din Propozitia 9.3.1).

(7). Fie d = (m,n). Daca n > m atunci scriind algoritmul lui Euclid n = mq; +
1, M = Tiq2 + 2,71 = Troq3 + T3,...,7i—1 = 7iqiy+1, atunci d = r;. Tinand cont de
Propozitia 9.3.1 avem:

(FmaFn) = (Fvamq1+r1) = (Fvamql—lFT1+qu1Fr1+l) = (Fvamql—th) = (Fvan)-
Insa (Fm,Frl) = (Frl,Frz), deci
(Fvan) = (FWL7FT'1) = (FrlaFrg) = e = (Fm—lyFr,;) :Fm = Fd-

(#4i). Din (m,n) = 1 gi (#) deducem c& (F,,, F,,) = F1 = 1. Din Propozitia 9.3.1
deducem ca Fy, | Finn §i Fp | Foop lar cum (Fyp,, F,) = 1 deducem ci Fy, Fy, | Finp. B

Teorema 9.3.3. Fie p > 2 un numdr prim.

(i) Dacd p =5k £ 1, atuncip | Fp_q;

(t) Dacd p = 5k £+ 2, atuncip | Fpy1.

Demonstratie. (7). Cum pentru p = 2, F3 = 2, putem presupune p # 2 gi p # 5.
Cum F, = ﬁ[(l +v5)" — (1 — v/5)"] deducem c& 2"~ 1F, = C + C35+ C552 + ...,

Pentru n = p, cum p | C’;f pentru 1 < k < p—1si 2P~ = 1(mod p), deducem ci
F,= 5?2;1(m0d p). Atunci 57 = (%)(mod p) i deci F), = £1(mod p).

Din cele de mai sus deducem imediat ca 2PF, ; = C;H + CSHBPT_l =1+
5" (mod p), deci 2F, 11 =1+ SPTﬂ(mod D).
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Din legea reciprocitatii patratice a lui Gauss(vezi Teorema 4.2.2) avem (%)(%) =

(71)1%1_5;1 = 1, deci (%) = (%), adica (%) = p%(mod p), de unde deducem ca

(3)=(8) =1daci p=5k+15i (3) = (§) = 1 dact p =5k £2.

In primul caz deducem ca F, = 55 = 1(mod p),2Fp11 =1+ 5 = 2(mod p),

Fpt1 = 1(mod p), F,_1 = Fpp1 — F, =1 —1 = 0(mod p), iar in cazul al doilea 2F,4; =
1+ 5" =0(mod p) si atunci Fp+1 =0(mod p). K
Teorema 9.3.4.(Zeckendorf) Orice numdar natural n > 1 se reprezinta tn mod unic

ca sumda de termeni distincti si neconsecutivi ai sirului lui Fibonacci:
n = E FZ'J.,ZJ‘ — 151 Z 2.

Demonstratie. Se verifica imediat ca proprietatea din enunt este adevarata pentru
n<F,=3.

Sa presupunem cé ea este adevarata pentru toate numerele naturale pana la Fy, k >
4 i sa o demonstram pentru numarul n astfel incat F, < n < Fiy1. Dacd n = Fpqq
totul este clar. In caz contrar, n = Fy, + (n — Fy) si n — Fy, < Fyq41 — Fy = Fj_1, deci

conform ipotezei de inductie
n — Fk = Fi1 + ... +Fimij+1 S ij - 2,i1 S k—2.

Deducem ca n = Fy, + F;, + ... + F; .. Unicitatea reprezentarii din enunt rezulta
tot prin inductie, observand ca daca Fy < n < Fjy1 atunci Fj apare obligatoriu in
reprezentarea lui n. Intr-adevar, o suma de numere Fibonacci Fy, cu ki1 < k; — 2,1 =
1, .., r—1gl k > 2este cel mult F, +Fi, —o+... = (Fiy41—Fpy—1)+(Fry—1—Fr—3)+... =
Fk1+1 —1.

Deducem ca daca n = F}j, atunci aceasta este reprezentarea unica a lui n, iar daca
Fi, < n < Fj41 atunci reprezentarea lui n 1l contine obligatoriu pe Fj, i n — Fy, < Fi_1.

In continuare folosim reprezentarea unica a lui n — Fj,. B

9.4 Alte cazuri speciale de numere

a. Numere perfecte

Un numér natural n se zice perfect dacd o(n) = 2n (adicd suma o (n)—n a divizorilor
sai naturali strict mai mici decat n este egala cu n).

Numerele perfecte au fost studiate incd din antichitate, fiind cunoscute numerele
perfecte mai mici decat 10000 si anume: 6, 28, 496 si 8128.

Caracterizarea numerelor perfecte este data de:

Teorema 9.4.1. Un numdr natural n este perfect dacd si numai dacdn = 2H(20H! —

1), cut € N iar 21 — 1 este numdr prim.
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Demonstratie. Necesitatea(Euler). S& presupunem ca n = 2'm (cu t € N gi m
impar) este perfect, adici o(2!m) = 2/*tm. Cum (2!,m) = 1 iar o este multiplicativa,
o(2im) = o(2!) - o(m), astfel cd o(n) = o(2'm) = o(2t) - o(m) = (1 +2+2%2 + ... +
2Ho(m) == (2171 — 1)o(m) = 2+ im.

Din ultima egalitate deducem ca 2!+ | (2071 —1)o(m) si deoarece (2171, 2!+ —1) = 1
(fiindea 207! — 1 este impar) rezultd ca 2+ | o(m), adica o(m) = 2+1d cu d € N.
Rezultd cd m = (2!+1 — 1)d.

Daci d # 1, numerele 1,d si (2*! — 1)d sunt divizori distincti ai lui m si vom
avea o(m) > 1+d+ (2! — 1)d = 2!T'd + 1 > 2M*1d. Dar o(m) > 2'71d este in
contradictie cu o(m) = 2+1d, deci d = 1, adici m = 2*! — 1. Dacd m nu este prim
atunci o(m) > (271 — 1) + 1 = 2!+ (fiinded ar avea si alti divizori in afard de 1 si
2!+1 — 1) si contrazice o(m) = 2t+1.

Deci daci n este perfect atunci cu necesitate n = 2¢(2!*1 — 1) cu t € N gi 2841 — 1
prim.

Suficienta(Euclid). Dacd n = 2271 — 1) cu t € N si 27! — 1 prim, atunci
on) =o' - 1) =02 - 02— 1) = (1 +2+22+ ..+ 21+ (2 - 1)) =
(2t —1)2tF1 = 27 adicd n este perfect.

Astfel, numerele pare perfecte sunt strans legate de numerele prime Mersenne; cum
nu se gtie inca daca existd sau nu o infinitate de numere prime Mersenne, nu se stie nici
daca exista sau nu o infinitate de numere pare perfecte.

Legat de numerele impare perfecte, din pacate nu se stie pana acum nici daca exista
astfel de numere!

In [43] si [37] sunt date anumite rezultate ale lui Euler, Pomerance, Chein, Muskat,

Griin, Touchard si Perisastri legate de conditii necesare ca un numar perfect sa fie perfect.

b. Numere pseudo-prime, absolut pseudo-prime si Carmichael

Un numar natural compus n se zice:

i) pseudo-prim dacd 2™ = 2(mod n);

ii) absolut pseudo-prim dacd pentru orice intreg a avem a™ = a(mod n);

iii) numar Carmichael dacid a"~' = 1(mod n) pentru orice intreg a pentru care
(a,n) = 1.

Legat de aceste numere, o concluzie este clara: aceste categorii de numere au aparut
in stransd legdtura cu mica teoremé a lui Fermat(vezi §6 de la Capitolul 1): daca p este
prim, atunci pentru orice numaér intreg a,a? = a(mod p).

In particular, 27 = 2(mod p) pentru orice numar prim p.

Astfel, o intrebare se pune in mod natural: dacd n € N gi 2P = 2(mod p) (adica n
este pseudo-prim) rezulta cd n este prim?

Pentru n < 300 se stie (incd de acum 4500 de ani de matematicienii chinezi!) ca

raspunsul la intrebarea de mai sus este afirmativ.
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Numai ci pentru n = 341 conform Exc. 65 de la Capitolul 1 avem ca 234! =
2(mod 341) pe cand 341 nu este prim ci compus: 341 = 11 - 31.

Observatii ([37]).

1. Numerele pseudo-prime mai mici ca 10000 sunt 341, 361 si 1103.

2. H. Beezer a demonstrat ca exista o infinitate de numere pare ce sunt pseudo-
perfecte, cel mai mic fiind 161038 = 2 - 73 - 1103.

3. Existd numere pseudo-prime ce sunt patrate perfecte precum 10932 si 35112; nu
se gtie Inca daca exista o infinitate de astfel de numere.

Legat de numerele pseudo-prime impare avem urmatorul rezultat:

Teorema 9.4.2. Dacan este impar pseudo-prim, atunci st N = 2" —1 este pseudo-
prim.

Demonstratie. Avem 2"~! = 1(mod n) si deci WT_l =k € N, astfel ca 2V-1 —
1=22""2 1= (2")2F —1 = (2" — 1)(27Zk=1) 4 2n(2k=2) 1 1 1) = 0(mod N), deci
2N =2(mod N). B

Corolar 9.4.3. Existd o infinitate de numere pseudo-prime impare.

Ca exemple de numere absolut pseudo-prime avem pe 561 = 3-11-17 sau 278545 =
5-17-29 - 113(vezi [37]).

In schimb, numarul 341 nu este absolut pseudo-prim, desi este pseudo-prim (vezi
Exc. 65 de la Capitolul 1).

Cel mai mic numar Carmichael este 561; alte exemple sunt: 1105, 1729, 2465, 2821,
6601 sau 8911; cel mai mare numéar Carmichael cunoscut are 1057 cifre.

Nu se stie insa daca exita sau nu o infinitate de numere Carmichael.

In [37] este datd urmétoarea teoremé de caracterizare a numerelor Carmichael:

Teorema 9.4.3. Un numadr compus n = p{'ps*..pp* este numar Carmichael dacd
si numai daca sunt indeplinite urmatoarele conditii:

(i) n este impar;

(ii) k > 3;

(iti) c; =1 sip; — 1 | n— 1 pentru orice 1 <i < k.

Demonstratie. ,,= 7. Presupunem ca exista 1 < i < k astfel incat a; > 2. Fie

a = pip2...px + 1 si deci (a,n) = 1. Daci a” ! = 1(mod n), atunci avem succesiv:

U= 1mod 2) & (prpap+ )™ = mod p) & GOy (prpaepi)™ + ..
+  C" T (pipapr)? + CT 2 (pipy..pr)” "2 = 0(mod p?)
& (n—1)pipa...pr = 0(mod p}).

Cum (p?,n) = 1, rezultd contradictia p? | pip2...pk si deci o = 1 pentru orice
1 <1 <k, adica n = p1ps...pk.

Fie b o radécind primitiva (mod p;) si m = n/p;. Consideram ecuatia b + Ap; =
um+ 1. Deoarece (p;, m) = 1, aceasta ecuatie are solutia (Ao, t19). Numarul a = b+ Aop;

este ridacingd primitiva (mod p;) si in plus (a,n) = 1.
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Avem deci "' = 1(mod p;) sin—1= (p; — 1)¢; + 74,0 < r; < p; — 1. Asadar
a" = 1(mod p;) i cum a este radacind primitiva, rezultd r; = 0, adica p; — 1 | n —1
pentru orice 1 < i < k.

Cel putin unul dintre factorii p; este impar si deci p; — 1 este par si, cum p; —1 | n—1,
rezulta ca n este impar.

Pentru k = 2 avem n = pips,p1 < p2. Fie a o radacina primitiva pentru p, si in
plus (a,n) = 1. Din a??2~! = 1(mod py) rezultd aP*P2~V+P1=1 = 1(mod p,) si deci
aP~! = 1(mod ps). Aceasta constituie o contradictie deoarece p; — 1 < po — 1 si a este
radacina primitiva.

,,< 7. Fie (a,n) = 1. Rezultd a?~! = 1(mod p;) pentru orice 1 < i < k si deci,
notand M = [p; — 1,p2 — 1,...,p — 1], rezultd a™ = 1(mod p;), 1 < i < k. Cum
n = p1pa...pk, rezultd a™ = 1(mod n). Deoarece p; —1 | n — 1 pentru orice 1 < i < k
rezulta M |n—1gi a® ! = 1(mod n). A

c. Numere triunghiulare

Pentru n € N, al n-ulea numar triunghiular se defineste ca fiind ¢,, = M =
1+2+ ... +n.

Tata cateva proprietati importante ale numerelor triunghiulare:

Teorema([37], [47])

(1) Existd o infinitate de numere triunghiulare care sunt pdtrate perfecte;

(2) Nu exista numere triunghiulare care sd fie puterea a patra a unui numdr natural;
(3) Dacar e Q si~/r¢& Q,, atunci exista m,n naturale astfel incat r = tt—:’:;

(4) Dintre numerele r € Q. cu /7 € Q, existd o infinitate care se scriu sub forma
m

~+

r = 3% si o infinitate care nu se scriu sub aceastd formd.
n
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Capitolul 10
Exercitii propuse (enunturi)

10.1 Elemente de aritmetica

1. Sa se arate c& numadrul natural n este divizibil cu 2 (cu 5) daca si numai daca
cifra unitatilor sale este divizibila prin 2 respectiv prin 5).

2. S& se arate cd numarul natural n este divizibil cu 4 (cu 25) daca si numai daca
numarul format din ultimele sale dou# cifre este divizibil cu 4 (respectiv cu 25).

Mai general, numarul natural n este divizibil cu 2* (cu 5%) daci si numai daca
numarul format de ultimele k cifre din scrierea sa in baza zecimald este divizibil cu 2*
(respectiv cu 5%).

3. S& se arate cd numarul natural n este divizibil cu 3 (cu 9) daca si numai daca
suma cifrelor sale este divizibila cu 3 (respectiv cu 9).

4. Sa se arate ca numarul natural n este divizibil cu 11 daca si numai daca suma
alternanta a cifrelor sale este divizibila cu 11.

5. S& se arate cd numarul natural n este divizibil cu 17 (cu 49) daca si numai daca
diferenta, respectiv suma, dintre dublul numéarului obtinut din numaérul dat suprimandu-
i ultimele doua cifre gi numéarul format de cifrele suprimate in ordinea in care se afla in
numarul dat sunt divizibile cu 17 (respectiv cu 49).

6. Sa se arate ca numarul natural n este divizibil cu 17 (cu 59) daca si numai daca
diferenta dintre triplul numéarului obtinut din numé&rul dat suprimandu-i ultimele trei
cifre §i numarul format din cifrele suprimate in ordinea in care se afla numarul dat este
multiplu de 17 (respectiv 59).

7. S& se arate c& numarul natural n este divizibil cu 97 (cu 103) daca si numai daca
suma, respectiv diferenta, dintre triplul numarului obtinut din numarul dat suprimandu-i
ultimele doua cifre gi numarul format din cifrele suprimate in ordinea in care se afla in
numarul dat este multiplu de 97 (respectiv 103).

8. Sa se arate ca numarul natural n este divizibil cu 101 dacd si numai daca

despartindu-1 in grupe de cate doua cifre incepand de la dreapta, diferenta dintre suma
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numerelor formate de grupele de rang impar si suma numerelor formate de grupele de
rang par este divizibila cu 101.

9. Sa se arate ca numarul natural n este divizibil prin 10k + 1 daca si numai daca
suprimandu-i ultima cifra gi scazand, respectiv adunand, de k ori cifra suprimata se
obtine un numar divizibil cu 10k £ 1.

Ca aplicatie sa se enunte criterii de divizibilitate cu 19, 29, 49, 21, 31 si 41.

10. In ce sistem de numeratie este valabild inmultirea 25 x 314 = 102747

11. In ce baza 297 este divizor al lui 792 7

12. In orice sistem de numeratie, numarul 10101 este divizibil cu 111.

13. In orice bazd mai mare ca 7 numarul 1367631 este cub perfect.

14. Un numar natural este divizibil cu 2, in sistemele de numeratie cu baza para,
daca gi numai daca ultima sa cifra este para, si in sistemele de numeratie cu baza impara,
daca si numai daca numaérul cifrelor impare este par.

15. Un numar natural este divizibil cu 3, in sistemele de numeratie cu baza b = 3m,
daca ultima sa cifra este multiplu de 3, in sistemele de numeratie cu baza b = 3m+1, daca
suma cifrelor sale este multiplu de 3, in sistemele de numeratie cu baza b = 3m — 1, daca
diferenta intre suma cifrelor de ordin par si suma cifrelor de ordin impar este multiplu
de 3.

16. Sa se arate ca diferenta dintre un numar natural si inversul sau, scrise in baza
b, se divide cu b — 1. Daca numarul cifrelor numarului dat este impar aceasta diferenta
se divide si prin b+ 1.

17. Un numdr natural scris in baza b se divide prin bk + 1 sau bk — 1 (unde k este
tot natural) daca si numai daca suprimandu-i ultima cifra si scizand respectiv adunand
de k ori cifra suprimata se obtine un numar divizibil prin bk + 1 sau bk — 1.

18. Se asaza cifrele 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 intr-o ordine oarecare si se obtine numarul n
in sistemul de numeragie cu baza 12, apoi intr-o alta ordine oarecare si se obtine numarul
m (In aceeasgi baza). S& se arate ca n{m.

19. Sa se arate ca oricare ar fi numarul n scris 1n sistemul de numeratie cu baza 10,
exista un alt numar de n cifre, scris doar cu cifrele 1 gi 2 divizibil prin 2". S& se studieze
problema si in sistemele de numeratie cu baza 4 si 6.

20. Sa se demonstreze ca in sistemul de numeratie cu baza 6, nici un numar format
din mai multe cifre, toate egale, nu este patrat perfect.

21. S& se arate ci in sistemul de numeratie cu baza 12, nici un numéar format din
mai multe cifre, toate egale nu poate fi patrat perfect.

22. Sa se demonstreze ca in sistemul de numeratie cu baza 6, nici un numar cu

toate cifrele egale nu este cub perfect.

1
W > R unde

23. Sa se demonstreze cd pentru orice numar natural n avem

S(A) este suma cifrelor numaérului A (in scrierea zecimald).
24. Sa se arate ca pentru n > 4 numarul 1! 4+ 2! 4+ ... + n! nu este patrat perfect.
25. Fien € N.
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(i) S& se arate ca 16 | 24n? + 8n;
(i7) Sa se deduci de aici ca restul impéartirii lui (2n + 1)* prin 16 este 1;

(iit) Daca existd @1, ...,z € N astfel incat 16n + 15 = 2} + 23 + ... + z}, atunci k > 15.

26. Sa se arate ca daca %
q=s.
27. S& se arate ca dacd a,b € N*, atunci (a,b)[a,b] = a - b.

28. Fie 1, xa,...,x, € {£1} astfel incat x129 + zox3 + ... + Tp_12, + Tz = 0. S&

si g sunt fractii ireductibile astfel incat ‘g—i—g = 1, atunci

se demonstreze ca 4 | n.
29. Sa se demonstreze ca pentru orice numar prim p, numarul: 11...122...233...3...
N A A~

pori pori pori

99...9 — 123456789 se divide prin p.
——

p ori
30. Dacd n € N*, atunci cea mai mare putere naturald a lui 2 ce divide pe [(1 +

V3)2 1 este n + 1.
31. Daca p > 3 este un numar prim, atunci:

[(V5 +2)P] = 27! = 0(mod p)

32. Sa se arate ci pentru orice numér natural n € N* exponentul maxim al lui 2
in (n+1)(n+2)...(2n) este n.

33. S& se arate ca orice numar natural n € N* admite multiplii ce se scriu in
sistemul zecimal doar cu 0 si 1. Sa se deduca de aici ca orice numar natural n € N astfel
incat (n,10) = 1 admite multiplii in care toate cifrele sunt 1.

34. Sa se arate ca dacd a,m,n € N* a > 2 iar n este impar, atunci (a” —1,a™ +1)
este 1 sau 2.

35. Daca a,m,n € N* si m # n, atunci:

(@®" +1,0*" +1) =

1,daca a este par
2,daca a este impar.

36. Fien € N* si x = [(2+v/3)"]. Atunci % este patratul unui numar

natural.
37. Daca n € N,n > 2, atunci n 12" — 1.
38. Daca p este un numdr prim, atunci C5, = 2(mod p).
39. Fie p un numar prim iar a,b € N astfel incat a > b. Atunci C%; = C%(mod p).
40. Daci a,b,c € N*, atunci ([a, b], ¢) = [(a, ¢), (b, ¢)].

< * . _abe(a,b,0)
41. Daca a,b,c € N*, atunci [a, b, ¢] = @00, 00,0
[a7 b7 6}2 (a7 b7 C)2

42. Daca a,b,c € N*, atunci @ 8]a, A,

43. Fie a1, a9, a3, a4, a5 € Z. Daca:

(a,b)(a,c)(b,c)’
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3 3
(1) 9| a3, atunci 3 | [] ax ;
k=1 k=1

5 5
(ii) 91> a3, atunci 3 | [T ax.
k=1 k=1

44. Sa se arate ca 22731103 _ 9 = O(mod 2 - 73 - 1103).
45. Si se arate ci 22 4+ 1 = 0(mod 641).
46. Sa se rezolve sistemul:

x = 1(mod 7)
x = 4(mod 9)
x = 3(mod 5).

47. Fie f € Z[X] si n = p{*...p;" descompunerea lui n in factori primi. S& se arate
cd f(z) = 0(mod n) are solutie daca si numai daca f(z) = 0(mod p;'*) are solutie pentru
i=1,2, .1

48. Sa se arate ci z2 = 1(mod 2°) are o solutie daca b = 1, doua solutii daca b = 2
si 4 solutii daca b > 3.

49. Factorialul caror numere (réatli{(aéle )’/'l se termina in 1000 zerouri?
m)!(2n)!

m!n!(m +n)! €N.

51. Daca dy,ds, ..., dj sunt toti divizorii naturali ai unui numar natural n > 1 atunci

(dldg...dk)2 = ’I’Lk.

R B 1 | 1
i’z FleA—ﬁﬂLF*"*m@lB— 1000 1998 + T00T - 1997 + -+
m. Aratatl ca P c N~

50. Daca m,n € N, atunci

53. Demonstrati cd un produs de opt numere naturale consecutive nu poate fi
patratul unui numar natural.

54. Fie a,b, ¢ € Z astfel incat a+b+c|a®+b?+c2. Demonstrati ci existd o infinitate
de valori naturale distincte ale lui n pentru care a + b+ cla™ + b" + ¢".

55. Dacan € N si a,, = 1" 4+ 2™ 4 3™ 4+ 4™, atunci ultima cifra a lui a,, este 4 daca
n = 0(mod 4) si 0 in rest.

56. Demonstrati ca 1 + % % + ...+ % ¢ N pentru orice n € N*,n > 2.

57. Sa se demonstreze ca pentru orice numar natural n > 1, numarul

S—1+1+1+ + ! + 1
" 35 77 2n—1 2n+1

nu este intreg.

58. Sa se demonstreze ca pentru orice numar impar a se gaseste un numar natural
b astfel incat 2° — 1 se divide la a.

59. Fie m,n naturale cu m > 1 si 22m*+1 —n2 > 0. S& se arate ci 227+t —n2 > 7.

60. Fie p un numaér prim iar 1+%+%+...+ﬁ+ﬁ = % cu m,n €
N*, (m,n) = 1. Sa se demonstreze c& p | m.

61. Fie m,n € N™. Sa se arate ci pentru orice alegere a numerelor €1, €3, ..., Ema1 €
{£1}, numérulN:,sl-%—&—sg- n—li—l + &3 - n—li—2 +...+5m+1-ﬁ ¢ 7.

62. Fie a, m,n numere naturale nenule. Si se arate ci (¢ —1,a" —1) = almmn) 1.
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63. Dacd a,b,c € Z 5i 6 | a+ b+ c atunci 6 | a® + b® + ¢3.

64. Sa se arate ci primele 100 de cifre de dupa virguld ale numarului (v/26 + 5)'0!
sunt toate zero.

65. Si se arate ca 234! = 2(mod 341).

10.2 Multimea numerelor prime

1. Fie a,b,c,d € N* astfel incit ad = bc. Si se arate ci a + b+ ¢ + d nu poate fi
numar prim.

2. Determinati toate numerele naturale n € N pentru care numerele n + 1,n +
3,n+7,n+9,n+ 13 si n+ 15 sunt simultan prime.

3. Determinati toate numerele naturale n € N pentru care numerele n,n + 2, n +
6,n+ 8,n+ 12 gi n + 14 sunt simultan prime.

4. Si se determine numerele prime p pentru care p|2P + 1.

5. Fie n € N astfel incat 2™ + 1 este numéar prim. Atunci n = 0 saun = 2™ , cu
m € N.

6. Dacd n > 10, atunci p2 < 2"(p, fiind al n-ulea termen din sirul numerelor
prime).

7. Fie p un numar prim si by, bo, ..., b, numere intregi cu 0 < b; < p pentru orice
1 <1 <r. Sa se arate ca utilizind numerele b1, bs, ..., b, se pot forma r + 1 sume ce dau
resturi diferite la Impartirea prin p.

8. Daca p este un numar prim arbitrar, atunci din orice 2p — 1 numere intregi se
pot alege p astfel incat suma lor sa se divida prin p.

9. Daca n > 2 este un numar natural oarecare, atunci dintre oricare 2n — 1 numere
intregi se pot alege n astfel incat suma lor s& se divida prin n.

10. Demonstrati ca orice numar natural n > 7 se poate scrie sub forma n =a + b
cua,b€ N,a,b>2si(a,b) =1

11. Demonstrati ca pentru orice k > 3, pr+1 + pr+2 < P1P2...Dk-

12. Pentru fiecare n € N* notadm prin ¢,, cel mai mic numar prim astfel incat g, { n.

Sa se arate ca lim qﬁn =0.

n— oo
13. Sa se arate ca pentru n > 12, % < %

14. Sa se arate ca pentru orice n > 230, pap41 < 3Pn—2.

10.3 Functii aritmetice

1. S se determine toate numerele n € N* pentru care p(n!) = 2™,

2. Dacd m,n € N*, atunci ¢(mn) < \/p(m?)e(n?).

3. Sa se demonstreze ca pentru orice n € N*

T +72)+...+7(n) = [n] + [g

2+ ]+t [
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(unde reamintim ca 7(n) =numarul divizorilor naturali ai lui n).
4. Sa se demonstreze ca pentru orice n € N*
n

1

n

oc(l)+0(2)+..+0(n)=] 5

[+2- }+...+n-[%]

(unde reamintim c& o(n)=suma divizorilor naturali ai lui n).

5. S& se demonstreze ci pentru orice n € N*

)= 32 - (2=,

m>1

6. Daca z € R si n € N*, atunci
1 2 n—1
[x]+[x+g]+[x+ﬁ]+...+[x—i-T]—[nx].

(Hermite)

7. Sa se demonstreze ca pentru un numar natural n > 2, 7r(nn_—11) < ngn) daca si

numai dacd n este prim (7(n)=numéirul numerelor prime mai mici decat n).

< ¢ 1. o(nl)
8. Sa se demonstreze ca lim - = 00
n—oo T

9. Fie f :€ N* — N* astfel incat f(mn) = f(m)f(n) pentru orice m,n € N*
iar (px)r>o0 sirul numerelor prime. Daca f(px) = k

1 _
S P

10. Functia p este multiplicativa.

+ 1 pentru orice £k € N, atunci

11. Daca m,n sunt numere naturale, m,n > 1, atunci

(n=Dm (m = Dn

[mz] + [mz + %] + ...+ [mz+

]

]:[nx]+[nz+%]+...+[nx+

10.4 Resturi patratice

1. Sa se calculeze (%—?)7 (%) st ( 335 ).
2. Sa se arate ca existd o infinitate de numere prime de forma 4n + 1, cu n € N.

3. Daca p > 5 este un numar prim, atunci:

(;3) _ { 1, dacd p = 1(mod 6)

P —1, dacd p = —1(mod 6)

4. Sa se arate ca exista o infinitate de numere prime de forma 6n + 1, cu n € N.
5. Sa se stabileasci dacd congruenta r? = 10(mod 13) are sau nu solutii.
6. Aceeasi chestiune pentru congruenta 2 = 21(mod 23).
7. Daca p este un numar prim de forma 6k + 1, atunci exista x,y € N astfel incat
p = 322 + 92
8. Si se arate ci (%2) = { L dacii p=1,3(mod 8)
—1, daca p = —1,—3(mod 8).
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10.5 Fractii continue

1. Sa se arate ca:

va2—1=(a—1;1,2a—2),va?2 —a = (a—1;2,2a — 2),pentru a € N,a > 2.

2. Daca a este un numar impar atunci

-1 -1
\/a2+4:(a;aT,1,1,aT,2a) dacd a > 2 si

\/a2+4:(a—l;l,aT_g,2,aT_3,1,2a—2) daci a > 4.
3. Dacd a € N*, atunci v4a2 + 4 = (2a;a,4a).

4. Daci a,n € N*, atunci

(na)2+a = (na;2n,2na),
(na)2+2a = (na;n,2na),
(na)?+—-a = (na—1;1,2n—2,1,2(na —1))(n > 2).

5. Sd se determine numerele naturale de 3 cifre TyT astfel incat 317 | ry2398246.

6. Fie a = [ag;a1,...,0p, Qnt1y .y G2py1] unde apy; = ap—ir1,1 < ¢ < n. Daca
notam redusele lui « prin m,, = 2—27 atunci pani1 = p2 +p2_; §i g2n = ¢2 +¢2_, pentru
orice n € N.

7. Fie a = [1;a1, ..., an, an, ..., a2, a1] iar m, = Pn 4 p-a redusi a lui a(n € N*). Sa

an
o -1

8. Daca m, = % este a n-a redusi a fractiei continue atasati lui v/2 atunci
n

Jim (D a0)V2) — guy1 = V2
k=0

2
9. Daca m, = Z—: este a n-a redusa a lui \/5, atunci
(1) Pnt1 = Pn + 2¢n, (i) qn+1 = Pn + qns
(ii1) Pnt1 = Gn+1 + Gn, (iv) 6pnt1 = Pnts + pr-1(n > 3),
(v) 6Gn+1 = Gny2 + gu—1(n > 3), (Vi) Pt1 = 6(Pn — Pp—2) + p-3(n > 3),
(vii) Gnr1 = 6(qn — Gn—1) + qn—s(n = 3), (viii) p;, — 2q; = (=1)"*,
(iz) pp_y = Popn—2 = 2(=1)"""(n > 2).

10. S& se demonstreze ci pentru orice a € N* numitorii reduselor de rang par ai
fractiei continue a lui v/a? + 1 sunt numere naturale impare, iar cei de rang impar sunt
numere naturale pare.

11. Sa se dezvolte in fractie continua v/D cu D = [(4m?+1)n+m]?+4dmn+1,m,n €
N*.
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10.6 Teoreme de reprezentare pentru numere intregi

1 1
nr1S4<mw

Sa se deduca de aici ca orice ¢ € Q cu 0 < g < 1 se poate reprezenta sub forma

1. Fie ¢ € Q,0 < ¢ < 1. S& se arate ci existd n € N* astfel incét

k
q=> %H cun; € N toate distincte si k € N*. S& se efectueze aceastd descompunere
i=0 '
in cazurile particulare ¢ = % siqg= %
2. Sa se arate ca orice numar natural n se poate reprezenta in mod unic sub forma

n =eg+ 3e1 —|—...+3kek

unde pentru orice 7,0 <i < k,e; € {—1,0,1}.
3. Sa se arate ca orice fractie subunitara ireductibila % se poate scrie sub forma
1 1

=—+ — 4 ...+ —
q1 q192 q142---qn

(Sl s}

unde g1, ...,qn € N¥,q1 < g2 < ... < .
4. Demonstrati ca orice numar intreg n admite o infinitate de reprezentari sub

forma n = 22 + % — 22

cu x, ¥y, z numere naturale mai mari ca 1.

5. Demonstrati c& numarul 32% (cu k& € N*) se poate scrie ca sumi a 3* numere
naturale consecutive.

6. Demonstrati ca pentru orice z € Z, un numar rational > 1 se poate scrie sub

forma )
=(1+)14+—
z=( +k)( +k+1

7. Sa se arate ca orice numar prim p > 3 se poate scrie iIn mod unic ca diferenta a

)...(1+ ),cuseNgikeZk>z

1
k+s
doua patrate de numere naturale.

8. Care numere naturale pot fi scrise ca diferenta de doua patrate de numere intregi?

9. Si se arate ca numerele intregi de forma 4m+ 3 nu se pot scrie sub forma 22 — 3y?
cuz,y € N.

10. S& se arate ci daci n se poate scrie sub forma z? — 3y? cu z,y € N, atunci n
se poate scrie sub aceastd forma intr-o infinitate de moduri.

11. Daca p este prim, p > 3 atunci 4p? + 1 se poate scrie ca sumi de 3 patrate de
numere naturale.

12. Sa se arate ca orice fractie ireductibild 2 cu 0 < % < 1 poate fi scrisa sub

n
forma

=—+—4..+—

m 1 1 1
noqa  q qr

unde ¢; € N* pentru 1 < 7 < r astfel Incat ¢1 < g2 < ... < ¢ §1 gk | gr—1 pentru orice
2<k<r.

13. Demonstrati cd dacd n € N*, atunci orice numar k € {1,2, ..., W} se
poate scrie sub forma k = a% + a% + ..+ % cuay,as,...,a, € N*.
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14. Sa se arate ca numarul descompunerilor unui numar natural nenul n ca suma
de numere naturale nenule consecutive este egal cu numarul divizorilor impari ai lui n.

15. Sa se demonstreze ca orice numar natural n poate fi scris sub forma

(z+y)*+3c+y
2 b

unde z i y sunt numere naturale gi ca aceasta reprezentare este unica.

10.7 Ecuatii diofantice

1. Si se arate ci in Z* ecuatia 22 4 y? + 22 = 2zyz are numai solutia banali (0, 0,
0).

2. Si se arate cii in Z3 ecuatia 22 + 42 + 22 + t? = 2zyzt are numai solutia banald
(0, 0, 0, 0).

3. Si se arate ci in N? ecuatia 3% — 2¢¥ = 1 admite numai solutiile (1,1) si (2,3).
4. S se rezolve ecuatia 22 +y2 + 2xy —max —my—m—1 = 0 in N? giind ¢ m € N.
5. Si se arate cil ecuatia 2 — y® = 7 nu admite solutii (z,y) € N2

6. Si se arate ci ecuatia x2 — 2y% + 82z = 3 nu admite solutii (z,y, z) € Z°>.

7. Dacd z,y, 2 € N iar 22 + 3% + 1 = xyz, atunci z = 3.

8. Si se rezolve in N*? ecuatia % + % + % =1

9. Si se rezolve in N*? ecuatia % + % = g unde a € Z".

10. Sa se rezolve in QY ecuatia z¥ = y*.

11. Si se rezolve in N** ecuatia é + 1712 + z% + t% =1

12. S& se demonstreze ci existd o infinitate de perechi (z,y) € N? pentru care
322 — Ty’ +1=0.

13. S& se rezolve in N* ecuatia 22 + y2 + 22 = 2.

14. Sa se determine z,y, z,t € N pentru care xy = zt.

15. Daci x,y, 2z € N astfel incat 22 +y2 + 22 = 1993, atunci x +y + 2 nu este pitrat
perfect.

16. Daca n,p € N*, atunci ecuatia 2} + ... + 22 = (1 + ... + 2,)P + 1 nu are solutii
in numere intregi.

17. Si se arate ci ecuatia y? = 2° — 4 nu are solutii intregi.

18. Si se arate ci ecuatia y? = 23 4+ 7 nu are solutii intregi.

19. Si se arate ci ecuatia y? = 23 4 47 nu are solutii intregi.

20. S& se arate ci ecuatia x® + 23 + 42% — 6zyz = 0 nu are in Z°> decét solutia
(0,0,0).

21. Si se arate cil ecuatia 22 + y? = 4% nu are solutii in N*3.
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10.8 Puncte laticeale in plan si spatiu

1. Sa se demonstreze ca daca un cerc avand raza de lungime un numar natural trece
prin doua puncte laticeale situate la distanta 1 unul de celalalt, atunci pe circumferinta
sa nu se mai afld nici un alt punct laticeal.

2. Sa se demonstreze ca daca pentru orice numar natural n exista in plan un cerc
de centru avand coordonatele (a,b) ce contine in interiorul siu exact n puncte laticeale,
atunci a §i b nu pot fi simultan rationale.

3. Fie C cercul circumscris patratului determinat de punctele laticeale de coordonate
(0, 0), (1978, 0), (1978, 1978) si (0, 1978).

Sa se demonstreze ca C nu mai contine pe circumferinta sa nici un alt punct laticeal
diferit de cele patru varfuri ale patratului.

4. Sa se demonstreze ca oricare ar fi 9 puncte laticeale In spatiu, exista cel putin
un punct laticeal situat in interiorul unui segment determinat de punctele date.

10.9 Clase speciale de numere intregi

1. Demonstrati ca nici unul dintre numerele lui Fermat F,, = 22" +1cun > 1nuse
poate scrie sub foma p + ¢, cu p si ¢ numere prime.
2. Aratati ca Fy este cel mai mic divizor prim al numarului 1227 + 1.
3. Sa se arate ca orice numar impar n este divizor pentru o infinitate de numere
Mersenne.
4. Sa se arate ca pentru m,n > 2 nu putem gasi k € N astfel incat My = k™.
5. Céate cifre are numarul Mjy; = 2101 —1?
6. Sa se demonstreze ca pentru orice numéar compus impar n care divide pe M, _1,
existd un numar compus impar m cu m > n care de asemenea divide pe M, _1.
7. Sa se arate ca numarul n =273 - 1103 - 2089 este pseudo-prim.
8. Si se arate c 355 + t3y3 = t1g4-
9. Sa se arate ca sirul (F},),> de numere Fibonacci verifica relatiile:
n
(i) kzl o = Fop1 — 1
(i) Fon + F2 = 2F, Fp11;
(iii) Fo, = F —F2
2n—1
(iv) Z FioFiop1 = Fiy;
(V) F2,4—2F2, , —2F2  + F2=0.
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Capitolul 11

Solutii

11.1 Elemente de aritmetica

1. Vom scrie n in sistemul zecimal sub forma n = a,,10™ + a,,—110™~1 + ... 4+
a210% 4+ 110 + ag, unde ag, a1, ..., G, Sunt numere naturale cuprinse intre 0 §i 9, a,, # 0.
Prin urmare ag reprezinta cifra unitatilor, a; cifra zecilor, as cifra sutelor, g.a.m.d.

Intr-adevar, n = 10(a;, 10™ 1 +a,,_110m 2 +...+a210+ay) +ag, deci n = 10k +ag.
Prin urmare, 2 | n implica 2 | (n—10k), adica 2 | ag. Reciproc, 2 | ag implica 2 | 10k+ ao,
adica 2 | n.

Demonstratia divizibilitatii cu 5 se face analog.
2. Solutia este asemanatoare cu cea de la exc. 1.

3. Avem n = a;,10™ + @y —110™71 + L+ a210% + @110 + ag = @, (10™ — 1) +
Am—1(10m™7 1 = 1) + ... +a2(102 = 1) + a1 (10 — 1) + (am + @m-1 + ... + a1 + ag).

Din formula 10¥ —1 = (10— 1)(10* 71 +10¥=2 ...+ 1) = 9K’, rezulta ca 10¥ — 1 este
multiplu de 9, oricare ar fi k € N*. Prin urmare, n = 9% + (@, + @m_1 + ... + a1 + ap),
adica n este divizibil cu 3, respectiv cu 9, daca si numai daca suma cifrelor sale este

divizibila cu 3, respectiv cu 9.

4. Vom scrie n in sistemul zecimal sub forma n = a,,10™ + a,,_110™" 1 + ... +

a310%2 4+ a110+ag , unde ag, ay, ..., a,, sunt numere naturale cuprinse intre 0 si 9, a,, # 0.
m

Trebuie demonstrat c& 11 | > (—1)kq;.
k=0

Pentru a demonstra aceasta afirmatie, vom scrie cu ajutorul formulei binomului lui

Newton:
Wr=11-r=1r-c} - 11F '+ .+ (D =11K + (-1)" ¥ € Z.

m
Prin urmare, n = 11p+ 5 (—1)kq si deci n este divizibil cu 11 daca gi numai daci
ki

=0
m

> (—1)kgy este divizibild cu 11.
k=0
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5. Fie N = @apa,_1...aiag numéarul dat iar N’ = @,a,,_1...a; numarul obtinut
din N suprimandu-i ultimele doui cifre. In mod evident, N = 102N’ + @rap. Atunci
102(2N’ —@yag) = 2(102N’) — 100 - @yag = 2(N — @1ag) — 100 - @yag = 2N — 102 - arag =
2N — 176 - aiag, de unde deducem ca 17 | N < 17 | (2N’ — aqag).

Cum 10%(2N’ + ayag) = 2(102N’) + 100 - ajag = 2(N — @yag) + 100 - ajay =
2N 4 98 -ajag = 2N + 2 -49 - a1ag, deducem c& 49 | N < 49 | (2N + ajag).

6, 7. Solutia este asemanatoare cu cea de la exc. 4.

8. Fie N = @,a,_1...aiap un numar cu n + 1 cifre. S& presupunem ca n este

impar. Atunci numerele formate din cate doua cifre de rang impar sunt ajag, asag, ...,

Gn_60n_7,0n_20,_3 iar cele de rang par vor fi azaz, G7ag, ..., Gn—_40,_5, Gnl,_1 astfel ca

daca notam Ny = ajag + @564 + ... + Gp—6Gn—7 + Gpn—2Gn_3 51 No = azas + ayag + ... +

Up—_a0p_5 + Gpa,_1 atunci

Ny = ao+a4+...—|—an_7—|—an_3+10(a1 —|—a5—|—...—|—an_6—|—an_2),
Ny = as+ag+...+an—5+an_1+10(az+ar + ...+ an_a +ay,), iar
Ny — Ny, = (ao + 10ay — as — 10(13) + (CL4 + 10as — ag — 10a7) + ...+ (an,;; +

10ay,—2 — an—1 — 10ay,).
Scriind c& N = a,10" + a,—110" 1 + ... + 42102 + ;10 + a¢ avem:

N — (N; — No) = (10% 4 1)ag + (10* + 10)az + (10* — 1)ay + (10° — 10)as +
(106 + Dag + (107 +10)az + ... + (10" = 1)a,_3 + (10" 2 = 10)a, o +
(10" + Day—1 + (10™ + 10)a,, = (10% + 1)ag + 10(10* + 1)az + (10* — 1)ay +
10(10* — 1)as + (10° 4 1)ag 4+ 10(10° + 1)ay + ... + (10" 2 = D)a,_3 +
10(10"73 — Day_o + (10" + Da, 1 + 10(10" + Da,,.

Se arata usor acum ca toti coeficientii lui as,as, ..., a, se divid prin 101, de unde

concluzia (cazul n par tratdndu-se analog).

9. Fie N = @,,a,,_1...a1ap numarul dat iar N’ = a,a,_1...a1, adicd N = 10N’ + aqg.
Atunci 10(N’ — kag) = 10N’ — 10kag = N — a9 — 10kag = N — (10k + 1)ag, de unde
concluzia ca (10k+1) | N & (10k + 1) | (N’ — kay).

Analog pentru cazul 10k — 1.

Observim i 19 = 2:10—1,29 = 3.10—1,49 = 5-10—1,21 = 2-10+1,31 = 3-10+1,
si 41 =4 .10+ 1 iar acum criteriile de divizibilitate prin 19, ...,41 se enunta tinand cont

de formularea generala.

10. Notand cu x baza sistemului de numeratie avem: (2z +5)(32% + 2 +4) = 2% +
222+ 7z +4 de unde rezultd ca z* — 623 — 1522 — 62— 16 = 0 sau (z+2)(z—8)(z%+1) = 0.
Deci x = 8.

11. In baza 19.
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12. Rezultd din identitatea : b* + 6% +1 = (b2 +b+1)(b> — b+ 1).
13. b5 +3b° 4+ 6b* + 7% + 602 +3b+ 1 = (B> + b+ 1)3.

14. Fie N = Anln—1---G100 () CU U = 2k. Deducem imediat c& 2 | N < 2 | ag.
Dacd u = 2k + 1 atunci N = ag + a1(2k + 1) + ... + a,(2k + 1)™ si se observa ci
2|N&2|(ag+ar+...+ay) iar 2| (agp + a1 + ... + a,) < numdirul numerelor impare

din multimea {ag, a1, ..., a,} este par.

15. FieN:m(b) =agt+ab+...4+a,b" cul<a; <b1<i<n.

Daca b = 3m, atunci N — ag este multiplu de b, deci de 3, astfel ca 3 | N < 3| ag.

Daci b = 3m~+1, atunci N = ag+a1(3m~+1)+...4a,(3m+1)" = ap+a1+...+an+3t,
cut € N, de unde deducem cd 3 | N < 3 | (ag + a1 + ... + an).

Dacia b = 3m—1, atunci N = ag+a1(3m—1)+...4a,(3m—1)" = ap—a;+as—az+...+
an(—=1)"+3t, cut € N, de unde deducem cd 3 | N < 3 | (ag—a1+az—az+...+a,(—1)") =
[ag +as+ ... — (a1 + a3 + ...)].

16. Fie N = @nap-1--.a1a0(; i N = Q001105 inversatul sau. Atunci
N=ay+arb+..4+a,b"iar N = a, + ap_1b+ ... + agb”, deci N — N = ao(1 — b") +
ar(b—0b""1Y + ... +a,(b" — 1), de unde concluzia ca b—1| N — N.

Numarul cifrelor lui IV este n+ 1. Dacd n + 1 este impar atunci n este par, n = 2k
cu k € N. Cum in acest caz 1 — b, b — b" "1 = b(1 — b"2),...,b" — 1 se divid prin
b2 —1==(b—-1)(b+1), deducem ca b+ 1| N.

17. Fie N = @pa,—1--arag,) = ag+arb+...+a,b" iar N' = U101 () numarul
obtinut din N suprimandu-i ultima cifra ag, evident N = ag + bN'.

Avem N'—kag = a3+ ...+a,b" "' —kag, deci b(N' —kag) = ajb+...+a,b" —kbay =
(ap+ ... + apd™) —ag(kb+ 1) = N — ag(kb + 1), de unde deducem c& bk + 1 | N’ — kay.

Analog pentru bk — 1.

18. Suma cifrelor, scrisa in baza 10, este 36, deci n = My1 + 3 si m = M7; + 3. Nu
putem avea m =ng, M1 +3 = (M1 +3)gcul < ¢ < 8.

19. Prin inductie dupa n. Pentru n = 1 sau n = 2, se verificad pentru cd avem 2 | 2
si 22 | 12. Presupunem ci pentru n proprietatea este adevirati, adica existd un numar
N de n cifre astfel incat 2" | N. S& o demonstram pentru n + 1.

Fie N = 2™q. Daca q este par, atunci numarul 2 - 10™ + N, care are n + 1 cifre, se
divide cu 2”1, Daci ¢ este impar, atunci numarul 10" + N = 2*(5" + q), care are n + 1

cifre, se divide cu 2"*1.

20. Se tine cont de faptul ca in baza 6 un numar este divizibil cu 4 daca i numai

dacad numaéarul format din ultimele sale doua cifre este divizibil cu 4.

21. Patratul unui numar par este My, iar patratul unui numar impar este Mg + 1.
Ultima cifrd a unui patrat perfect scris in baza 12 poate fi 0, 1, 4, 9. Raman deci posibile
numai numerele formate cu cifra 1, 4 sau 9. Dar 11...1 = Mg + 5,44...4 = M,4,99...9 =
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Mg + 5. Dar din faptul cd numerele de forma 11...1 nu pot fi patrate perfecte, rezulta ca
nici numerele de forma 44...4 = 4 - 11...1 nu pot fi patrate perfecte, si nici cele de forma
99...9.

22. Pentru ca un numar sa fie cub perfect, el trebuie sa fie de forma 9m sau 9m + 1.
Tinand cont ca in sistemul de numeratie cu baza 6, un numar este divizibil cu 9 daca
si numai dacd numarul format din ultimele sale doua cifre este divizibil cu 9, si cum
numerele de forma aa...a sunt 11...1 = Mg + 7,22...2 = Mg+ 5,33...3 = Mg + 3,44..4 =
My + 1,55...5 = Mg — 1, rezulta ca numerele formate numai cu cifra 1, 2 sau 3 nu pot
fi cuburi perfecte. Dar nici numerele formate numai cu cifra 4 nu pot fi cuburi perfecte
pentru ci am avea 44..4 = A3, Cum membrul sting este par, rezultd ci si membrul
drept este par, deci 2 | A3 = 2| A =8| A% dar 44..4 = 4-11...1 = 4(2k + 1) si deci
8144..4.

Raman doar numerele formate cu cifra 5. Dar 55...5 = 5-11...1 = 5(1 + 6 + 62 +
o) =521 —6n 1,

Dacé am avea 6" — 1 = A3 sau A% + 1 = 6" ar trebui ca A si fie impar, deci A + 1
par. Dar A3 +1 = (A + 1)(4%2 — A+ 1) = 6". Deoarece numerele A + 1, A% — A+ 1
sunt prime intre ele sau au pe 3 ca divizor comun si A + 1 este par, rezulta cd A+ 1 =
2" .3k gi A2 - A+1=3"Fk=0sauk = 1. Iar din aceste doua relatii deducem ci
2% . g2k —gn . 3kl 4 3 = gn-k,

Pentru k = 0, aceasti relatie nu poate fi satisfacuta fiindca 3 227,

Pentru £ = 1, de asemenea nu poate fi satisfacuta fiindca ar rezulta n = 2 gi
totodata, 24 - 32 — 22 .32 + 3 = 3, care este fals.

23. Se observa ca S(8-125) = S(1000) = 1.
Ne sunt necesare urmatoarele proprietati ale functiei S(N):
1) S(A+ B)=S(A) + S(B),
2) S(A1+ ...+ 4,) =S(41) + ...+ S(4,),
3) S(nA) <nS(4),
4) S(AB) < S(A)S(B).

Pentru a ne convinge de 1) este suficient si ne inchipuim cd numerele A gi B se
adund scrise unul sub celdlalt. Proprietatea 2) rezultd din 1) printr-o inductie simplé, 3)
este un caz particular al lui 2). Daci ne inchipuim c& numerele A gi B se inmultesc scrise
unul sub celalalt i la ficare cifrd a numarului B aplicam 3) rezulta 4). Acum este ugor sa
demonstram inegalitatea ceruta: S(N) = S(1000N) = S(125-8N) < 5(125) - S(8N) =
8- S(8N) adica % > 1.

5
24. Putem scrie m,, = 11+ 2!+ ... + n! = 33+ > k! si astfel ultima cifrd a lui m,,
k=5
este 3, deci m,, nu poate fi patrat perfect. Cum my4 = 33, nici m4 nu este patrat perfect.
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25. i) Putem scrie 24n? +8n = 8n(3n+ 1) si se considerd acum cazurile cand n este
par sau impar.

ii) Se dezvolta (2n + 1)* si se tine cont de i).

iii) Fie a € N. Dupa punctul precedent, daci a este impar, atunci restul impartirii
lui a* prin 16 este 1 pe cand atunci cand a este par, evident 16 | a*. Putem presupune,
fara a restrange generalitatea ci 1, ..., z, sunt impare iar 41, ..., 5 sunt pare (1 < p <
k). Atunci 21 + ... + 25 — 15 = 16n — (25,1 + ... + 2}).

Insa membrul drept se divide prin 16 si cum resturile impartirii prin 16 a lui 1, ..., z,
sunt toate egale cu 1 deducem ca membrul stang este de forma 16¢ + p — 15, de unde cu

necesitate p > 15, cu atat mai mult £ > 15.

26. Putem presupune ci ¢, s € N*. Conditia din enunt se scrie atunci sp = g(s —r)
de unde deducem ci s | g(s — r). Pe de alta parte, deoarece % este ireductibild, avem

(s,s —r) =1, de unde cu necesitate s | g. Analog g | s, de unde ¢ = s.

27. Fie a = p{*..p0m gi b = pll...pfbn descompunerile in factori primi ale lui a
$ib (cu o, 8 € N,1 < i < n). Atunci (a,b) = p]*..pJ" iar [a,b] = P1 ...p%» unde

v = min(ag, b;) iar §; = max(as, b;), 1 < i < n, astfel ci: (a,b)[a,b] = p]* T ..pYnTon =
PP pantBe — (p21 pen)(pf pPr) = ab (am tinut cont de faptul ci y; + 0; =

min(a;, B;) + max(a;, b;) = a; + b;, pentru orice 1 < i < n).

28. Cum suma z1x2+ ...+, 21 are exact n termeni (fiecare fiind -1 sau 1) deducem
cu necesitate cd n este par (cdci numarul termenilor egali cu -1 trebuie sa fie egal cu
numarul termenilor egali cu 4+1; daci k este numarul acestora, atunci n = 2k).

Deoarece (x122)(z223)...(Tp21) = (2179...2,)% = 1 deducem ca -1 apare de un

numar par de ori, adica k = 2k’ si deci n = 4k’ cu k' € N*.

29. Fie 12..9 = A,11...1...99...9 = B, 100...0200...0...800...0 = C, 11...1 = D.
—— N~ e N~ ——

Atunci C = 108p+2po 107p+p3o 106”+...18« 10f’+9 iarpB = D-C,g'fA = 3(10% —
10%) +2(10™ —107) +3(10%? — 10%) +... +8(107 — 10), 10? — 10 = (9D +1)—10 = 9(D —1).

Conform Micii Teoreme a lui Fermat (Corolarul 1.5.3. de la Capitolul 1) 107 —
10,1027 — 102, ..., 1037 — 108 se divid prin p ca si 9(D — 1). Astfel, B— A = DC — AD +
AD—A:D(C’—A)+A( —1), adica p | B — A.

30. Avem:
(1+ V32 =140}, 1 V3+ 03,13+ Cs, 13V3+ ...+ O3, 3" + Cn 13" V3
iar
(1= V3 =1-C31V3+ 5,413 = C3,113V3 + ..+ O3 13" — C51H3"V3,

de unde
(14 V3 4+ (1= VB> =2[1 4+ C3, 13+ ... + C31,43"]
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sau
(L4 VB2 = (VB = 1M 491+ CF, 3 4+ o + O8],

Cum 0 < v3—1<1si(1++v3)2"! 4+ (1-+/3)?"+! € N, deducem c&
[(14V3)H] = (1 +V3)2 ! 4 (1 — V3) L,
Insa prin calcul direct deducem ca:
(1+ V3 4 (1= VB> =27 {(24+V3)" + (2—V3)" +V3[(2+ V3)" — (2— V3)"]}.
Daci (2 ++/3)" = a,, +b,V/3 (cu ay, b, € N), atunci (2 —/3)" = a,, — b, si astfel:
[(2+ )*" ] = 2"(2an + 6by) = 2" (ay + 3by).

Insi a,, + 3b, este impar (deoarece (a, + 3b,)(an — 3b,) = a2 — 9b2 = (a2 — 3b2) —
602 = (an — bpv/3)(an + by V/3) — 602 = (2 — V3)"(2 +V/3)" — 6b2 = 1 — 6b2, de unde
concluzia ci n + 1 este exponentul maxim al lui 2 in [(1 + +/3)2"+1].

31. Analog ca in cazul exercitiului 30, deducem ca (v/542)P — (v/5 —2)P € Z si cum
0 <v5—2 <1, atunci [(V5+1)P] = (vV5+2)P — (V5—-2)P = 2[CL5"°7 -2+ C35"7 23 +
ot 05*25 2P=2] 4 2PF 1 | astfel ca [(VB 4 2)P] —2PF! = 2[6}1,5172;1 24 ... +CP %5 2P=2]
de unde concluzia din enunt (deoarece se aratd imediat ca C]’; = O(mod p) pentru k =
1,2,...,p—2).

32. Fie E,, = (n+1)(n+2)...(2n). Cum E, 11 = (n+2)(n+3)...(2n)(2n+1)(2n+2) =
2E,,(2n + 1), prin inductie matematicd se probeaza ca 2" | E,, insa 2"+ { E,,.

33. Pentru fiecare k € N*, fie ap, = 11...1. Considerand sirul a1, az, ..., Gyn, Gnit, ...

k ori
conform principiului lui Dirichlet exista p,q € N*,p < ¢ astfel incat n | ag — a,.

Insa aqg — ap = m - 107, unde m = 11...1 . Daca (n,10) = 1 atunci m este multiplu
—
q—p ori
de n.

34. Fie d = (a™ — 1,a™ + 1). Atunci putem scrie a™ = kd + 1,a™ = rd — 1
cu k,r € N, astfel cd a™ = (a")™ = (kd +1)™ = td+ 1 (cu t € N¥) si analog
a™ = (a™)" == (rd —1)" = ud — 1 (cu u € N*, caci n este presupus impar).

Deducem ci td+1=ud — 1< (u—t)d =2, de unde d | 2.

35. Fie d = (a*" +1,a®" +1) i si presupunem ca m < n.

Cum a2" — 1= (a—1)(a+ 1)(a®+ 1)@ +1)...(a¥" " +1), iar a®” + 1 este unul
din factorii din dreapta, deducem ca d | a?" — 1.

Deoarece d | a®” 41 deducem ci d | (a®" +1) — (a®" —1) = 2, adicid = 1 sau d = 2.

Dacii a este impar, cum a?  + 1 gi a®” + 1 vor fi pare, deducem ci in acest caz
(a®" +1,a*" +1) = 2, pe cand daca a este par, cum 2{a®  +1si 2ta?" + 1, deducem

ca in acest caz (a®" +1,a®" +1) = 1.
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36. Prin inductie matematica dupa n se arati ca (2+v/3)" = pp+qn CU Pp, gn € N

§i 3¢2 = p2 — 1 (tinand cont ¢ pyi1 = 2pp + 3qn S Gui1 = Pn + 24n)-

Atunci (2 +v3)" = p, + /362 = pn + /P2 — L si pz‘%l = ¢2 este patrat perfect.
Cum insd p, — 1 < \/]ﬁ < pp deducem ci 2p, — 1 < p, + /p2 —1 < 2p, sau
20 — 1 < (24+V3)" < 2p, si astfel z = [(2+v/3)"] = 2p,, — 1.

Deducem ca

(z-1)@+3) _ 2pn—2)2pa+2) _pp—1_

12 12 3

37. Presupunem prin absurd cd existd n € N,n > 2 astfel incat n | 2" — 1. Cum
2™ — 1 este impar, cu necesitate si n este impar. Fie p > 3 cel mai mic numar prim cu
proprietatea ca p | n. Conform teoremei lui Euler, 2¢(P) = 1(mod p). Daca m este cel
mai mic numér natural pentru care 2™ = 1(mod p), atunci cu necesitate m | ¢(p) = p—1
astfel ca m are un divizor prim mai mic decat p.

Insd 2" = 1(mod n) si cum p | n deducem ca 2™ = 1(mod p) si astfel m | n. Ar

rezulta c& n are un divizor prim mai mic decat p-absurd!.

38. Avem

4P

1+1)*=C5,+Cy+ ..+ CLH +CL + COF + 4 CP 7+ CFF
2+2(C5,+Ch, +...+CH )+ Ch .

Insa pentru 1 <k <p-—1,

ok _ 2p)(2p—1)...2p—k+1) o 2p)(2p—1)...2p—k+1)
2 1.2 .-k b 1.2 ..k
si cum C§p € N iar pentru 1 < k < p— 1,k { p, atunci nici 1.2 - ... - k { p, deci

C3, = 0(mod p).

Deducem ca 47 = (2 4 C5,)(mod p) sau (47 — 4) = (C5, — 2)(mod p).

Dacd p = 2 atunci C% =6 iar C7 —2 =6 —2 =4 = 0(mod 2).

Daca p > 3, atunci (4,p) = 1 si conform Teoremei lui Euler, 47 — 4 = 0(mod p), de
unde si C5, —2 = 0(mod p) < C3, = 2(mod p).

39. Am vizut ci pentru orice 1 <k <p—1,p | CF, deci in Z,[X] avem (1+ X)? =
1+ XP.

pa L
Astfel Y3 CE X% = (1+ X)P* = [(1+ X)?]” = (1 4+ X?)* =3 CJXI?. Deoarece
k=0

a
j=0

coeficientii aceloragi puteri trebuie sa fie congruenti modulo p, deducem ca Cgab =
C®(mod p) (deoarece ng este coeficientul lui XP* din stanga iar C? este coeficientul

tot al lui XPb insd din dreapta) pentru 0 < b < a.

40. Se alege a = p{*..p%n,b = pt..pn si ¢ = p]*..p)r, cu p1,pa, ..., P, NUMere

prime iar «;, 8;,7v; € N pentru 1 <14 < n.
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Atunci

[a’ b] _ plflax(ochﬁl)”.pgax(amﬁn) pe cand
([CL b] C) _ prlnin(maX(a17/31)7’Yl) pmin(max(an,ﬁn),fyn) iar
) ) o n
(a0), (b)) = [ pmintanqn) pminion) min,am))

max(min(ai1,v1),min(B1,71)) . max(min(am,,vs),min(Bn,vn))
= 1 p’ﬂ N

de unde egalitatea ceruta deoarece pentru oricare trei numere reale «, 3, :
min[maz(a, 8),v] = maz[min(a, ), (8,7)]
(se tine cont de diferitele ordonari pentru «;, 3,7, de ex. a < < 7).

41. Tinand cont de exercitiile 27 si 40 avem:

abc
a,b,d] = [la C:[a,b]~c: (a,0) _ abc
[ ,b7 ] H ab]v ] ([a”b}’c) [(a,c),(b, C)] (a,b)[(a,e),(b,cﬂ
abe abe(a, b, c)

a . (a’c) . (b’ C) B (a7b)(aac)(b7 C).
(@) (@016, 9)

42. Se procedeaza analog ca la exercitiul precedent.

43. i) Se tine cont de faptul ca dacd a nu este multiplu de 3, adica a = 3k £ 1,

atunci a® este de aceeasi forma (adica a® = 4-1(mod 3)).

Cum 91 +1+1+1 deducem c& cel putin unul dintre numerele aq, as, ag trebuie si

se divida prin 3.
ii) Analog ca la i) tindndu-se cont de faptul ca 9t +1+1+1+1+1.

44. Avem 2-73-1103 = 161038 si 161037 = 32 - 29 - 617. Deci 2161937 _ 1 se divide
prin 2° — 1 5i 229 — 1, dar cum 2% = 1(mod 73) si 2%° = 1(mod 1103) deducem ci el se

divide si prin 73 - 1103 (numerele fiind prime intre ele).

45. Cum 641 = 640 +1 = 5-27 + 1 si 641 = 625 + 16 = 5* + 2% rezulta ci

5-27 = —1(mod 641) si 2* = —5%(mod 641).

Din prima congruenti rezulta 54 - 228 = 1(mod 641), care inmultitd cu a doua da
5%.232 = —5%(mod 641), de unde 232 = —1(mod 641) (vezi si §1 de la Capitolul 9).

46. In cazul nostru particular avem: by = 1,bp =4,b3 =3,m; =7,me =9,m3 =5

(tindnd cont de notatiile de la Teorema 1.6.1.) iar m = 315.

Cu notatiile de la demonstratia Teoremei 1.6.1., avem ny = 315/7 = 45,ng

315/9 = 35 iar n3 = 315/5 = 63.
Alegem r;,s; € 7,1 < i < 3 astfel incat

1748145 = 1 (cu ajutorul algoritmului lui Euclid)
r9-9+59-35 = 1
r3-b+s3-63 = 1.
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Alegem e; = s; - n;, 1 <14 < 3 (adica e; = 45s1,e2 = 35s2 §i e5 = 63s3) iar solutia
vafizg=1-e1+4-e3+3-e3.

47. Daca f(z) = 0(mod n) are o solutie, atunci acea solutie verifica si f(n) =
0(mod p;*) pentru orice 1 < < ¢.

Reciproc, daca x; este o solutie a congruentei f(z) = 0(mod p;”) pentru 1 <i <t¢,
atunci conform Teoremei 1.6.1., sistemul x = z;(mod p;*) cu 1 < ¢ <t va avea o solutie
si astfel f(x) = 0(mod p* - ... - pi'* =n).

48. Totul rezulta din Teorema 1.8.14.

49. Fie n € N astfel incat n! se termind in 1000 de zerouri. Cum la formarea
unui zerou participa produsul 2 - 5, numarul zerourilor in care se termina n! va fi egal cu
exponentul lui 5 in n! (acesta filnd mai mic decat exponentul lui 2 in n!).

Avem deci [%] + [%] + ... = 1000 (conform Teoremei 1.3.9.).

1 .

Cum [g] + [%] +o< B+ 5”—2 +o.< B I= %, cu necesitate 1000 < % <
n > 4000.

De aici si din faptul ca [a] > a — 1 deducem ca 1000 > %—1—5%—#5%-1-5%—1—5%—5 >

%(1"‘%"‘%)4-6—1—1—5:%n+2,deunden<OO—OO_ﬂM

Numarul n = 4005 verificd, dar n = 4010 nu mai verifica .
Deci n € {4005, 4006, 4007, 4008, 4009}.

= 4025, 2.

50. Se demonstreaza usor ca daca a,b € R, atunci:
2a] +[2b] = [a] + [b] + [a +b]. (%)

Exponentul unui numéar prim p in (2m)!(2n)! este e = > ([120%} + [iﬁ} iar in
keN*

minl(m+n)! este ea = > ([L%] + [2] + [ +km](conform Teoremei 1.3.9.).
keN* P p p

(2m)!(2n)!

mlnl(m + n)! €N

Conform inegalitatii (%) e; > es de unde concluzia ca

51. Dacady; = 1,do, ...,di_1,dr = n sunt divizorii naturali ai lui n, atunci dﬂl’ d%’ - %
sunt aceiasi divizori, rearanjati insa, de unde deducem ci dy -ds-...-dj, = dﬂ : dﬂ S dﬂk &
1 a2

(dl . d2 Caee dk)2 = ’I’Lk

1 _1_ 1 ; *
52. Cum D)k k+1pentruorlcek€N,avem
1 1 1 1 1 1 1 1
A= 1--4---"4+. +—--—=14+-4+-+..+—
2+3 4Jr +1997 1998 +2+3+ Jr1998
1 1 1 1 1 1 1
- 2=4+-4+.+t—)=14-+.+——-1—-=— . — —
(2+4+ +1998) +2+ +1998 2 999
1 1 1

1000 * 1001 ot 1998°
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Astfel,

24 = —p oy Loy L L
~ 1000 ' 1998 1001 ' 1997 7T 1998 1000
2998 2998
= L+ —2998- B
10001998 " 1998 - 1000 ’

de unde % — 1499 € N*.

53. Fiep=(n—-3)(n—2)(n—Ln(n+1)(n+2)(n+3)(n+4) cun € N,n > 4.
Daci n € {4,5,6} prin calcul direct se arati cd p nu este patrat perfect.

Pentru n > 7 avem:
p = (n*=3n)(n*>—3n+2)(n*+5n+4)(n*+5n+6) = [(n*—3n+1)2—1]-[(n*+5n+5)? —1]
si atunci (utilizand faptul c& (a? — 1)(b> — 1) = (ab — 1)? — (a — b)? ) se arati ci
[(n? =3n+1)(n?+5n+5)—2* <p<[n®—3n+1)(n*+5n+5) - 12

Cum p este cuprins intre doua patrate consecutive atunci el nu mai poate fi patrat
perfect.

54. Dacid a+b+c| a® +b* + ¢, atunci a + b+ c | 2(ab + ac + be).

Din identitatea (ab + ac + be)? = a?b? + ac® + b?c? + 2abc(a + b + ¢) deducem ci
a+b+cl2(a?b? + ac® + b2c?).

Utilizand identitatile:

k41 k+1 ok+1 k+1 ok+1
2 +a2 62 2 C2

(a2k b2 402" 2 b2 2" )2 = a®"'p +b +2akbF (a2)c +52 +62k)

i
k+1
_ CL2

(a2k ++b2k +02k)2 _

2k+1 2k+1

+b +c& o+ 2(a2kb2k +52 2 4 (12k02k)7

prin inductie matematicd (dupd k) se aratd cd a + b+ c | a2 + b2 4 2 sia+b+c|
2a2" b2 + 02" " + a?* "), pentru orice k € N.

55. Avem 1"T* = 1"(mod 10) si 2"*t* = 2" (mod 10), 3"+* = 3"(mod 10) i 4"+* =
4™(mod 10), de unde deducem c& a,44 = a,(mod 10).

Astfel, daca:

i) n = 0(mod 4), ultima cifrd a lui a, coincide cu ultima cifrd a lui a,, = 1+ 8 +
16 + 256, adica 4 ;

ii) n = 1(mod 4), ultima cifra a lui a,, coincide cu ultima cifra a lui a; = 1+2+3+4,
care este zero;

iii) n = 2(mod 4), ultima cifrd a lui a,, coincide cu ultima cifr a lui ag = 1+4+9+16,
care este zero;

iv) n = 3(mod 4), ultima cifrd a lui a,, coincide cu ultima cifrd a lui a3 = 1 + 8 +

27 4+ 64, care este zero.
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56. Fie s cel mai mare numar natural cu proprietatea ca 2° = n gi consideram
n s—1
> 2 L care se poate scrie sub forma % + % cu b impar.
k=0

Daca % + % € N*, atunci b = 2 (conform exc. 26), absurd.

57. Fie m = mazx{k € N : 3* < 2n + 1 < 3¥*1} > 1. Fiecare termen al sumei S,
are ca numitor un numar impar; printre acesti numitori exista unul singur egal cu 3™ iar
ceilalti vor avea forma 3% - ¢ cu ¢ impar, 0 < k < m si 3 nu il divide pe t. Atunci cel mai

mic multiplu comun al numitorilor va avea forma 3* -7 cu r nedivizibil prin 3. Astfel

_3l+r

58. Consideram numerele 20 —1,2! —1,22 —1,...,2% — 1. Acestea sunt a4+ 1 numere.
Doua dintre ele cel putin dau aceleagi resturi la impartirea prin a conform Principiului
lui Dirichlet. S& presupunem ca 2F — 1 i 27 — 1 dau resturi egale la impartirea prin a si
k < m. Atunci numarul (2™ — 1) — (2% — 1) = 2¥(2m~* — 1) se divide prin a si intrucat
a este impar, rezultd ci 2% — 1 se divide la a.

La fel se demonstreaza si urmatoarea afirmatie mai generala: dacd numerele nat-
urale a si ¢ sunt prime intre ele atunci se gaseste un numéar natural b astfel Incat
c® — 1 se divide prin a. Afirmatia rezultd din urmatoarea Teoremi a lui Euler : Pen-

(a)+1

tru orice numere naturale a si ¢, numarul a¥ — ¢ se divide cu a, unde p(a) este

numarul numerelor naturale mai mici decat a si prime cu el, avand formula de calcul

(65N 5)

P ps% i) = (7" = P ) = P ).

59. Vom demonstra ci ecuatiile (x) 22"t —n? =k, k =0, 1,...,6 nu au solutii. S&
observam ci 8 divide 22m 1,

i). Pentru k = 0 ecuatia () nu are solutie deoarece 22™+1 nu este patrat perfect;

ii). Pentru k = 1,3 sau 5, daci () ar avea solutie ar rezulta cd n este impar; atunci
ar rezulta ci n? este de forma 8t + 1 si deci k (k = 1,3,5) ar trebui sa fie de forma 8r — 1,
absurd!

iii). Dacd k = 2 sau 4 atunci n ar trebui si fie par si 4 | 22m*! — n? adica 4 | k
(pentru k = 2,4), absurd! Deci 22+ —n? > 7.

60. Cum p — 1 este par, suma din stdnga are un numéar par de termeni, aga ca 1i

putem grupa astfel:

1 1 1

1 1 1 1oyl 1 __p_ . P
1+2+m+p_2+p_1—{1+p_1%H2+p_2%h“—p_1+2@72th
deci in final obtinem o egalitate de forma ﬁ = % < pgn = (p — 1)!m gi cum

pt(p—1)! deducem ca p | m.

61. Pentru fiecare 1 < k < m scriem n + k = 2% - uy cu ug impar si fie ap =
max{ay : 1 <k <m}.

Pentru e1,€9,...,6m4+1 € {1} avem N = ¢ - % + &9 n—li— T+t emtr ﬁ =
m v v .
3 QO‘E’Ckuk _ suma de numere p;tre u—i— un numir mpar . sroar Deci N = g cu p
k=1 :

impar iar ¢ par, de unde concluzia cad N ¢ Z.
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62. Sa presupunem cd m > n si fie d = (a™ — 1,a™ — 1). Impartind pe m la n
putem scrie m = ng; +71, cu 0 < 7rp <n. Cumd | a™ —1sgid]| a”—1 deducem
cdd|am—a" =a"(a™ "™ —1) = d| am "™ —1. Continudnd recursiv deducem ca
d]am2" —1,...,d|a™ " —1=a" — 1. Scriind ci n = riga +72 cu 0 < ry < 1y, ca
mai sus deducem d | " — 1. Tinand cont de algoritmul lui Euclid de gasire a lui (m,n)
deducem ca d | ™™ —1. Cum in mod evident a™™ —1 | a™ —1,a" —1 = a™™ —1 | d,
de unde d = a™™) — 1.

63. Avem ci a® + 0% + ¢® — 3abc = (a + b+ ¢)(a® + b% + ¢ — ab — bc — ca). Din
6| a+ b+ ¢ deducem ca cel putin unul din numerele a, b, ¢ este par si atunci 6 | 3abe, de
unde concluzia ci 6 | a® + b3 + ¢3.

64. Scriem (v/26 +5)°1 = [(v/26 +5)'91 — (/26 — 5)191] 4 (v/26 — 5)1°! gi observim
< . _ 1 1 -
cd a = (v/26+5)19 — (v/26 + —5)101 € Z iar (v/26 —5)101 = (V361 5 < @ 5T =

1 .
gtor s deci (V26 + 5)101 = ¢, 0.0 1.
100 ori

65. Avem ci 219 = 1(mod 31) si cum 21 = 1(mod 11) = 2!° = 1(mod 11 - 31),
astfel ca 2340 = 1(mod 341), deci 234! = 2(mod 341).

11.2 Multimea numerelor prime

1. Din conditia ad = bc deducem existenta numerelor naturale x,y, z,t astfel incat
a=axy,b=xz,c=yt sid=zt. Atunci a+b+c+d = (x+1t)(y+ z) care este altfel

numar compus.

2. Pentru n = 0,n + 15 = 15 este compus. Pentru n = 1,n + 3 = 4 este compus,
pentru n = 2,n + 7 = 9 este compus, pentru n = 3,n + 3 = 6 este compus, pe cand
pentru n = 4 obtinem sirul: 5,7,11,13,17,19 format din numere prime.

Sa aratam ca n = 4 este singura valoare pentru care problema este adevarata. Fie
deci n = 5. Dacd n = 5k, atunci 5 | n + 15. Dacd n = 5k + 1, atunci 5 | n + 9, daca
n =5k + 2, atunci 5 | n+ 3, dacd n = 5k + 3, atunci 5 | n + 7, pe cand dacd n = 5k + 4,
atunci 5 | n + 1.

Observatie. A. Schinzel a emis conjectura ca exista o infinitate de numere n pentru
care numerele n + 1,n+ 3,n+7,n 4+ 9 gi n + 13 sunt prime (de exemplu pentru n = 4,

10 sau 100 conjectura lui Schinzel se verifica).
3. Ca la exercitiul 2 se arata ca numai n = 5 satisface conditiile enuntului.

4. Conform Micii Teoreme a lui Fermat p | 2 — 2. Cum trebuie si ca p | 2P + 1

deducem cu necesitate ci p | 3 adici p = 3. Atunci 3|23 +1=09.

5. Dacd n = 0 atunci 2° + 1 = 2 este prim.

Daca n = 1 atunci alegem m = 0 si 22" 41 =3 este prim.
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Sa presupunem acum ca n > 2. Daca prin absurd n nu este de forma 2™ cum = 1,
atunci n se scrie sub forma n = 2¥(2t +1) , cu t,k € N si atunci 2" + 1 = 22" (2t+1) 4 ] —
(22")241 £ 1 = M - (22" +1) i deci 2" + 1 nu mai este prim, absurd. Deci n = 0 sau

n=2",cum € N.

6. Facem inductie matematicd dups n. Pentru n = 10,p;p = 29 si 292 < 219,
Conform Lemei 2. 3.15., daca n > 6, atunci intre n si 2n gasim cel putin doud numere
prime, deducem ca p,—1 < pp < Pn+1 < 2pn—1, deci daca admitem inegalitatea din enunt,
pentru orice k cu 10 < k < n, atunci p2 < 4p2_; < 4.2n71 = ontl,

7. Facem inductie dupa r; pentru r = 1 totul este clar deoarece sumele dau ca
resturi O si b;.

Sa presupunem afirmatia adevarata pentru r = k < p — 1 si neadevarata pentru
r =k + 1 gi vom ajunge la o contradictie.

Presupunem ca sumele formate din k termeni by, bo, ..., by dau k + 1 resturi diferite
0, 51,82, ..., Sk. Atunci, intrucat dupa adaugarea lui b = byy; numéarul sumelor diferite
nu trebuie sa se méareascd, toate sumele 0+ b, s1 + D, ..., sx + b (modulo p) vor fi cuprinse
in multimea {0, s1, s2, ..., s} (cu alte cuvinte, daca la orice element al acestei multimi
se adauga b, atunci se obtine din nou un element din aceeasi multime). Astfel, aceasta
multime contine elementele 0, b, 2b, 3b, ..., (p — 1)b.

Deoarece tb — jb = (i — j)biar 0 < i—j < psi 0 < b < p, atunci in Z,,ij # jb.
Contradictia provine din aceea ci multimea {0, s1, $2, ..., Sk} contine p elemente diferite

desi am presupus ca k+ 1 < p.

8. Fieay = ag = ... = ap = Apq1 = ... = agp_1 resturile Impartirii celor 2p — 1

numere la p. Sa congideram acum numerele:
(*) Ap41 — A2, 0py2 — A3y ...y A2p—1 — Ap.

Daca unul dintre aceste numere este 0, de exemplu ap; — aj+1 = 0, atunci a;41 =
Qjt2 = ... = Qj4p iar suma celor p numere a;11,a;42, ..., aj4p se divide la p.

S& examinam cazul in care toate numerele din (*) sunt nenule. Fie z restul impartirii
sumei a; + az + ... + a, la p. Daca z = 0 totul este clar. Daca = # 0, tindnd cont de
exercitiul 8, putem forma din diferentele (*) o suma care s& dea restul p —x la impéartirea
cu p.

Adsugand respectivele diferente la a1 4+ a2 + ... + a,, si efectuand reducerile evidente

obtinem o suma formata din p termeni care se divide prin p.

9. Sa demonstram ca daca afirmatia problemei este adevarata pentrun =asgin =b
atunci ea este adevarata si pentru n = ab.

Astfel este suficient s demonstram afirmatia pentru n prim (aplicand exercitiul 9).

Fie date deci 2ab — 1 numere intregi. Intrucat afirmatia este presupusa adevarata
pentrun = b i 2ab—1 > 2b— 1, din cele 2ab — 1 numere se pot alege b astfel incat suma

acestora se divide prin b.
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Apoi din cele rdmase (dacd nu sunt mai putine de 2b — 1) alegem incd b numere
care se bucura de aceasta proprietate, g.a.m.d.

Deoarece 2ab — 1 = (2a — 1)b + (b — 1) atunci aceasta operatie se poate repeta de
2a — 1 ori si sa se obtina 2a — 1 alegeri de cate b numere astfel incat media aritmetica a
celor b numere este numar intreg. Cum afirmatia este presupusa adevarata pentru n = a,
din aceste 2a — 1 medii aritmetice se pot alege a astfel incat suma acestora sa se divida
prin a.

Este clar atunci ca cele ab numere formate din cele a alegeri de cate b numere au
proprietatea ceruta, cici ab=a+a+a+ ...+ a (de b ori).

10. Daci n este impar, n > 7 atunci n = 2 4+ (n — 2) si cum n — 2 este impar,
2n—2)=liar2>1gin—2> 1

Sa presupunem acum ca n este par gi n > 8.

Dacd n =4k (cu k > 2), atuncin = (2k+ 1)+ 2k —1) sicum 2k +1 > 2k -1 > 1
iar (2k + 1,2k — 1) = 1 din nou avem descompunerea dorit.

Dacan=4k+2(k > 1), atuncin = (2k+3)+ (2k —1) iar 2k +3 > 2k -1 > 1. Sa
aratdm ca (2k + 3,2k — 1) = 1. Fie d € N* astfel incat d | 2k + 3 si d | 2k — 1. Deducem
cad|(2k+3)— (2k—1) =4, adicd d | 4. Cum d trebuie s fie impar deducem c& d = 1.

11. Cum k = 3, p1p2...px < p1p2ps = 2-3-5 > 6, deci conform exercitiului 11 putem
scrie p1pa..pr = a+b cu a,b € N*, (a,b) = 1. Avem deci (a,p;) = (b,p;) = 1 pentru
orice i,j € {1,2,...,k}. Fiep|asiq|bcupsiq prime si sd presupunem cd p < ¢g. Cum
(p, p1p2...pr) = 1 rezultd ca p > pgy1, deci ¢ = prr2. Cum a+b = p+ ¢ deducem relatia
ceruta.

12. Fiem € N;m > 4, si n € N astfel incat n > pips...pm. Exista atunci
k > m > 4 astfel incat p1ps..pr < n < p1P2...PrPr+1- Avem ca ¢, < pry1+1 < pr+Dr+1
(caci dacad g, > pg+1 + 1 > prs1 dupd alegerea lui ¢y, atunci fiecare dintre numerele
D1,D2, -, Pky Pk+1 vor fi divizori ai lui n i am avea n = pips...ppPr+1, absurd).

Cum k > 4, conform exercitiului 12 avem ¢, < p1ps...pp—1 i deci C]Wn < pik < % <
1

7 §1 cum m este oarecare deducem ca qﬁn — 0 cand n — oo.

13. Avem ]31122 = %% < % Presupunem prin absurd ca exista n > 12 astfel incat

1

> 3. Alegem cel mai mic n cu aceasti proprietate. Atunci = 1

n
DPn Pn—1
deducem ca p,_1 < pp < 3n < pp_1 + 3, adicd p, = p,—1 + 1, absurd.

< % , de unde

14. Consideram f : [230,+00) — R, f(z) = %(m(x —2) + In(In(z — 2))) — In(2z +

3

1) —In(ln(2z + 1)) — 5.
Deoarece pentru x > 230 4 1

2 : 1
" 3(x —2) P In(z — 2)

In(2x + 1)

> deducem

imediat ca

4 1 4 1 1 2 1 2
f’(ﬂﬁ): g'

2—2 3 (z—2) z-2 241 m@etl) 2041

0,
adicd f este crescitoare pe intervalul [230, +00).
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Folosind tabelele de logaritmi se arata imediat ca f(230) ~ 0,0443 si cum eroarea in
scrierea logaritmilor este de cel mult 0,0001, din cele de mai sus deducem ca f(230) > 0,
adicd f(z) > 0, pentru orice x > 230.

Deducem astfel ca pentru orice n € N,n > 230, avem inegalitatea:

1

g(ln(n —2) + In(ln(n — 2)) — %) >In(2n + 1) — In(ln(2n + 1)) — 7

Tinand cont de aceasta ultima inegalitate, de inegalitatile din observatia dinaintea
Teoremei 2.4.7. de la Capitolul 2, ca si de faptul cd pentru n > 230 avem 3(n — 2) >

%(Zn + 1) deducem c& pentru n > 230 avem:

3 4

3pn—2 > 3(n—2)In(n—2)+In(In(n —2)) — =] > g[ln(n —2)+ In(In(n —2)) — g]
)

2
1
> [In(2n+1) 4+ In(In(2n + 1)) — 5} “(2n+1) > pry1

Observatie. In [36] p.149 se demonstreazi ci inegalitatea din enunt este valabila si
pentru orice 18 < n < 230.

De asemenea se demonstreaza si urmatoarele inegalitati:

1) pon+t1 < Pan + pn pentru orice n € N,n > 3;

2) pan < pn + 2pn—1 pentru orice n € N, n > 9, n impar;

3) pon+1 < Pan + 2pp—1 — 1 pentru orice n € N,n > 10, n par.

11.3 Functii aritmetice

1. Din ¢(n!) = 2" deducem ca ¢(1-2-3-...-n) =2" . Cum ¢ este multiplicativa
iar pentru n > 6,n = 3% -m cu a > 2 si (3,m) = 1 deducem ca ¢(n!) = ¢(3* - m) =
0(3%) - p(m) = (3% =37 1) . p(m) = 3%~ . 2. p(m), astfel ci ar trebui ca 321 | 2" -
absurd. Deci n < 5. Prin calcul direct se arata ca numai n = 5 convine.

2. Fie p; factorii primi comuni ai lui m si n, g; factorii primi ai lui m ce nu apar
in descompunerea lui n si 75 factorii primi ai lui n ce nu apar in descompunerea lui m.
Atunci:

o) = ] [- [ - a2

; pi’; %
o o LT L
p(m”) = 1:[(1 pi)l;[(l q]_)

S
—~
S

[\
~—
I

[\
—~
[

I

| —
~—
—~
—_

I
= |-

(produsele se inlocuiesc cu 1 dacéd nu existd factori primi p;, ¢;, 7'%)-
Ridicand la patrat ambii membrii ai inegalitatii din enunt si tinand cont de egalitatile
precedente, aceasta se reduce la inegalitatea evidenta

[To-Jla-o)<t

i qij A
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Avem egalitate atunci cand m si n au aceiasi factori primi.

3. Avem
() gl { [ +1, daca k | n+1
k [, dacd kfn+ 1.
Vom face inductie dupa n (pentru n = 1 totul va fi clar).
Sa presupunem egalitatea din enunt adevarata pentru n si s o demonstram pentru
n + 1, adica
n+1 n+1 n+1 n+1

1 141 ) ]+ o+ ] p ]+[n+1

T +72)+ ... +7(n+1) =] ]

Conform cu (*) in membrul al doilea rdméan neschimbati termenii al caror numitor
nu divide pe n 4+ 1 gi cresc cu 1 acei termeni al caror numitor k£ | n+ 1 cu k < n. Deci
membrul drept cregte exact cu numé&rul divizorilor lui n + 1 (adicd cu 7(n + 1)) si astfel
proprietatea este probata pentru n + 1.

4. Ca gi in cazul exercitiului 4 se face inductie matematica dupa n.

?. Daca m | n, atuncin:mqﬁi [%]:q,n—lzmq—lzm(q—l)—l—TIn—l, deci
[l =a—1. Astfel [J5] - ["5-] = ¢~ (¢—1) = 1, deci ;([%1—[%]) =7(n).
mi|n

Dacid mtn, atuncin =mq+r cu0 <r <m si [%]:q. Darn—1=mqg+r—1,

0<r—1<msideci [nfl]:q,adicé (7] — [#%] = 0 pentru m { n.
Avem deci 3 ([2] — [2=1L]) = 7(n).
m>1

6. Dacad f(z) = [z] + [z + %] + .otz + g 1] — [nz], atunci f(x+1) = f(x), deci

este suficient sa demonstram egalitatea din enunt pentru 0 < x < 1.
k

Scriind ca 7 < x < % cu k < n, atunci [nz] = k iar f(z) = 0+...4+0 +

(n—k) ori
1+..+1-k=0.
—_——

k ori

7. Daci n este prim, atunci w(n) = m(n — 1) + 1, deci mn) _mn—1) _ 1, (1-

n n — n
%) Cum m(k) < k pentru k > 1 deducem imediat c& ngn) > ﬂ-gln__ll).
Sa presupunem acum ca wsln) > ngn_—ll). Daca n nu este prim, atunci el este
compus si m(n) = m(n — 1) astfel ca am obtine cd 1 1 < %, absurd!.

a(m)

m

8. Se arata usor ca = d% + ...+ di unde dy, ..., d; sunt divizorii naturali ai
t

lui m (evident t = 7(m)).

Deoarece printre divizorii lui n! gasim cel putin numerele naturale < n, deducem

o) 11 1

9. Conform unei observatii anterioare, p,, < In(Inn + Inlnn) pentru orice n > 6; de
unde deducem ci p, < (n+ 1)% pentru orice n > 6.

168



De asemenea deducem ca f(1) = f(1) - f(1), de unde f(1) = 1, f(2) = f(p1) =
2,f(3) = f(p2) = 3,f(5) = 4, f(7) = 5, f(11) = 6, respectiv, f(6) = f(2)- f(3) =
6, f(4) = f(2)- £(2) =4, f(8) = f7(2) = 8, f(9) = f*(3) = 9, f(10) = f(2)- f(5) =2-4 =

8, s.a.m.d.

Cum py =2 < 28 py =3 <38, p3 =5<45,py =7 <55,p5 = 11 < 63, deducem
c& (1) pp < (n+1)3 pentru orice n > 1.

S& demonstram prin inductie c& gi f(n) > n3 pentru orice n > 2.

Daci n este prim, atunci existd k > 1 astfel incat n = py si f(n) = f(px) =k+1>
5 5
p]: =n3

s s 5 s
Dacd n este compus atunci n = p*..p% si f(n) =] f(py) > (o)™ =n3
i=1 i=1

C
um seria n2>:1 f2( j

este absolut convergenta, conform unei Teoreme a lui Euler

= — = lim —F+ =2

de unde S = 2.

10. Fie m,n € N* cu (m,n) = 1. Dacd m are factori patratici atunci gi mn are
factori patratici gi astfel p(mn) = p(m) - p(n) = 0.

Fie m = p1..pk,n = q1...¢: cu p; si g; numere prime distincte. Atunci mn =
P1--Prqi--qr st cum (m,n) = 1, atunci p; # g, deci p(mn) = (=1)kt = (=1)F(-1)t =
p(m) - pu(n).

n—1

m—1 . .
11. Avem Y [a:—&—%—i—%} = [mx—i—%] si > [x—l—%—i—%] [nx—i—%—k] gi astfel
k=0 j=0
m—1n—1 .
ambele sume din enunt sunt egale cu >, > [z + % + 2.
k=0 j=0

11.4 Resturi patratice

2. Presupunem prin reducere la absurd ca exista doar un numar finit de numere
prime de forma 4n + 1 cu n € N¥; fie acestea p1,ps,..,pr. Considerdm numarul N =
1+ (2p1p2...px)? > 1. In mod evident, divizorii primi naturali ai lui N sunt numere
impare (cici N este impar). Fie p | N un divizor prim impar al lui N. Deducem ca

p |1+ (2pipa...pr)? & (2p1p2..px)? = —1(mod p) deci (_71) = 1 adica p este de forma
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p—1

71) = (=1)"7"). Deci, cu necesitate p € {p1,p2, ..., P} i am

4t 4+ 1 (cdci am vazut ca (7

obtinut astfel o contradictie evidenta: p | 1 + (2p1pa...pr)>.

— —1- - p=1 p=13-1
3. Avem () = (=52) = (FH(E) = (DT BT = (§) = (§) cu
p = r(mod 3),r =0, 1,2. Evident nu putem avea r = 0.
Daci r = 1, atunci (%) =1. Daca r = 2, atunci (%) = (—1)9%1 =-1

Dar p = 2(mod 3) < p = —1(mod 3). De asemenea 3 |p+1 < 6 | p£ 1 deoarece p
este impar.

4. Presupunem ca si in cazul precedent ci ar exista numai un numar finit py, ps, ..., pg
de numere prime de forma 6n + 1. Vom considera N = 3 + (2p1pa...px)? > 3. Cum N
este impar, fie p un divizor prim impar al lui V.

Obtinem ci (2p1pz...px)? = —3(mod p) = 1, adica (_73) Tinand cont de exercitiul
3 de mai inainte deducem c& p este de forma 6t + 1, adicd p € {p1,p2, ..., pr} - absurd

(cici din p | N = p = 3 care nu este de forma 6t + 1).

5. Tinand cont de exercitiul 2 avem:

13 3

(33) = =) = () () () = () = ()
5-1.3-1 D 5 2 _=3-1
= —(-1)=z >z (g) = —(g) = —(g) =—(-1)""7 =1,

deci 10 este rest patratic modulo 13 si in consecinti ecuatia 22 = 10(mod 13) are solutjii.

2121

(2—) = (-1)7z = —1, ded

21-1 23-1
Pl P

vl

6. Avem (%) = (-1) (%) _ (_1)270.
congruenta 22 = 1(mod 23) nu are solutjii.

=

7. Sa presupunem cd p este un numdr prim de forma 6k + 1. Atunci (

(_1)%1(%) gl cum (%) = (%) =1 deducem ca:

) =

e

S-S =)=

(P p p p

I
—
|
—_
~—
—
\.‘/
Il
—~

Wl
~—
I

adica -3 este rest patratic modulo p, deci existd a € Z astfel incat a® + 3 = 0(mod p).
Conform lemei lui Thue (vezi Lema 6.1.2. de la Capitolul 6) existd z,y € N astfel
incat z,y < ,/p care au proprietatea ca la o alegere convenabild a semnelor + sau -,
p | ax+y. Deducem cap | a?x? —y?sip|a?+3 = p| 32?2 +y? & 322 +y? =ptcut € N
(cum z,y < \/p= 322 +y? < 4p, adica t < 4). Rdmane valabil numai cazul t = 1 (daci

t = 2 va rezulta ci p nu este prim iar daca t = 3 deducem c& 3 | y,y = 3z si p = 2% + 3).

1

8. Avem g (_—2) = (_—1)(%) = (—1)%(—1)%. Daca p = 1,3(mod 8) atunci

p D
(_71) = (%) = +1, deci (_72) = (£1)? = 1. Dacd p = —1,—3(mod 8) atunci (_71) =
~(3). deci (F) = (-1)-1= -1
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11.5 Fractii continue

1.- 4. Se aplica algoritmul de dupa Propozitia 5.3.15.

5. Daca notam cu a = Tyz, cum 1000000 = 3154-317+182 i 398-246 = 1256-317+94
obtinem ca 182a + 94 = 317b sau —182a + 3170 = 94. O solutie particulara este ag =
—5076,by = —2914 iar solutia generala este:

a = —5076+ 317t
b = —2914+182t, cut € Z.

Pentru ca a sa fie un numar de 3 cifre trebuie sa luam ¢ = 17,18 si 19 obtinand

corespunzator numerele a = 316, 630 si 947.

6. Pentru 0 < s < n avem:

Pn—s * Pn+s + Pn4s—1 " Pn—s—1 = (pnfsfl *Qp—s + pn7572)pn+s + Pn+4+s—1*Pn—s—1 =
= pn—s—l(pn+s *Ap+s +pn+s—l) +pn+s ‘Pn—s—2 = pn—s—l(p77,+s . an+s+1 +pn+s—1) +
+  Dn+s Pn—s—2 = DPn—s—1"Pn+ts+1 T Pnts  Pn—s—2 = Pn—(s+1) " Pn+(s+1) T

+ Prn+(s+1)—1 " Pn—(s+1)—1
Pentru s = 0 obtinem
Pn - Pn +pn71 *Pn—1 = Pn—1 " Pn+1 +pn *Pn—2 = .. = P—1"P2n+1 +p2n *P—2 = P2n+1

. _ .2 2
sau pan+1 = P, + Pp_1-
Analog se arata ca

Gn—sGn+sTqnts—1"Gn—s—1 = Qn7(5+1)'Qn+(s+1)+Qn+(s+1)71'qn7(5+1)71 pentru 1 <s <mn,

de unde pentru s = 0 obtinem

G+ a1 =Gn-1 Qi1+ Gn Gn-2 = . = 41 @2pt1 + Gon - @2 = Gon-
7. Se deduc imediat relatiile: gon, = pan+1 — Gan+1 81 P2nt1 - G2n — P2n " G2nt1 = —1,
_ PonPon+1 — 1

de unde g2n = D2n + P2nt1

8. Avem qo = 1,q1 = 2 i ¢, = 2¢p—1 + gn—2 pentru n > 2, de unde deducem ca

. 14+ \/g)k-‘rl _ (1 _ \/E)k—&-l
t ke N,q = ( .
pentru orice q SN)

Astfel (3 q1)V2 = qni1 — 4 + 4(1 —/2)"*2 de unde concluzia.
k=0

9. Se face inductie matematica dupa n tinadndu-se cont de relatiile de recurenta

pentru (pn)n>o0 st (¢n)n>o (date de Propozitia 5.3.1.).
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10. Se stie ¢ va? + 1 = [a;2a]. Prin inductie matematica se arata ca

n—1 n
Qon = 2a Z Gok+1 + 1 81 qony1 = 2a Z q2k-
k=0 k=0

11. Cum [(4m?+1)n+m]? > D < [(4m? +1)n+m+1]? deducem ci: ag = [VD] =
(4m? + 1)n + m.

Avem D — a2 = 4mn + 1 iar daci VD = ag + 0%1 deducem ca o = # =
—ap

%§icumao<\/5<ao—|—1,2a0<\/ﬁ<2ao—|—1§icumao:(4mn+1)m—|—n
0

avem 2m + 4m%1n+ 1< \/’?ja%zo <2m + 21%7711717—:11
Tinand cont ca % < 1lavem ca a; = [aq] = 2m.
Scriind c& oy = a1 + 0%2 deducem ca oz = 77 1 a; = VD + (2;17?111)771 —=.

Cum ap < VD < ag+1si (dmn+1)m+n < VD < (4mn + 1)m +n + 1, avem
2m<a2<2m+m de unde as = [as] = 2m.

Scriind acum ag = as + 0%3 deducem imediat ca

_ (Umn+ DVD + @mn+Um+n] &

q = 4 1 =vD
as D [(dmn + D+ 12 (4mn +1)m +n = VD + ag,

de unde a3 = [a3] = 2ap, de unde VD = [(4mn + 1)m + n; 2m, 2m, 2(4mn + 1)m + 2n).

11.6 Teoreme de reprezentare pentru numere intregi

1. Pentru prima parte putem alege n = [%] daca é ¢ Ngin= [%] —1 daci % e N.

Fie acum ¢ € QN (0,1). Conform celor de mai inainte, existd ny € N astfel incat

1 1 D | . . .
o F1 <gqg< n—o.l Daca g = Tio +11 atunci proprietatea este stabilita. In caz contrar
avem:O<q—m=q1<m<1,deciq1€Qﬂ(O,l).

Din nou exista n; € N astfel incat
1111
D7 g +T1 SN0 no+1 " ng(ng + 1)
iar de aici faptul ca n; > ng.

1 1 1 _
1 <q < A Deoarece S <q =

deducem imediat c& n;+1 > ng(no+1) > np+1

Procedand recursiv, dupa k pasi vom gasi g € QN (0,1) si np € N astfel incat
1 1 .
quk<n—k§1nk>nk,1>...>no.
Sa aratam ca procedeul descris mai sus nu poate continua indefinit iar pentru aceasta
el _ ag 1 ag(ng +1) — by,

Tl bk et I T T bp(np+ 1)
de unde agy1 = ag(ng + 1) — bg. Din agng — by < 0 rezulta imediat a1 < ay si din

Sa presupunem ca qx = Z—k‘ . Vom avea g1
k

aproape in aproape ag4+1 < ai < ... < ag-
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Cum intre 1 gi a¢ existd numai un numar finit de numere naturale, va exista kg € N
ko

pentru care g, — ﬁ =0, de unde ¢ =) (faptul c& termenii sumei sunt
i=0

1
distincti este o consecinta a inegalitatilor ng, > ng,—1 > ... > ng).
In cazurile particulare din enunt reprezentarile sunt date de:
7 1 1 1 47 1 1 1

22 341 1441 559+1%60 141 341 29+1

2. Facem inductie matematica dupa n. Pentrun = 1, avem ey = 1 iar e; = 0 pentru
1> 1.
Sa presupunem afirmatia adevarata pentru n si fie 79 primul dintre indicii 0,1, ..., k

pentru care e;, este -1 sau 0. Atunci:

—1, pentru i < ig
n+1=ce)+3e; + ...+ 3%, unde €] { e;, + 1, pentru i = iy

e;, pentru i > ig.

Daca un astfel de indice nu exista, urmeaza e{ = e} = ... = e} = 1 gi atunci
n+1=—1-3+..+3F 43k Unicitatea se stabileste prin reducere la absurd.
- * - 1lca 1 ja_ 1 _ag—b
3. Fie ¢1 € N™ cu proprietatea 7 < p < -1 Atunci b @ T by si are
a 1

numaratorul mai mic strict decat a (cici din b < =aqp —b<a).

g —1

Fie ¢o € N™ astfel incat q% < aqlb_ b < o 1_ T Deoarece aq; — b < a rezulta
MHT_() < ¢, deci g2 > q1.
s 1 ag —b 1
< .
Rezulta e = b < )
Avem %— qll — qlqu — 44192 — bgy — b (fractie cu numé&rator mai mic decat aq; —b).

Continuand procedeul, numaratorul fractiei scade continuu cu cel putin 1 la fiecare

pas.
1
q192

1

< o . . a1
Dupa un numar finit de pasi el va fi zero, deci b= T TG

qr

+ ..+

4. Fien =2k — 1 cu k € N. Atunci pentru e > k avem identitatea:
n=2k—1=(2e*—k)>+ (2¢)> — (2¢* — k +1)?

(deci putem alege x = 2e? — k,y = 2e,2 = 22 — k + 1).

Daca n este par, adica n = 2k, de asemenea pentru e > k avem identitatea:
n=2k= (242 —k)>+ (2e +1)* — (2¢* + 2¢ — k + 1)?

(deci in acest caz putem alege x = 2e2 +2e¢ — k,y =2e+ 1,2 = 2e2 +2e — k + 1).

Evident, in ambele cazuri, putem alege e > k astfel incat z,y,z > 1.

k
5. Scriind c& 3% = (n+ 1) + (n +2) + ... + (n + 3%) deducem ca n = % € N.
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6. Pentru orice k,s € N* avem (1 + %)(1 + %—!—1)(1 + %—Fs) =142 Z 1

Daca z > 1,z € Q atunci putem scrie z — 1 = % cum,n € N"sin >z (cu z
arbitrar, cici nu trebuie neaparat ca (m,n) = 1!). Este suficient acum sa alegem k = n

sis=m—1.

7. Fiep=2%—y?cuz >ysidecip= (z—y)(z+y)si cum p este prim z —y = 1
si  +y = p (in mod unic!), de unde =z = 1%1 siy= p%l

Deci p = (244)? — (B2

8. Daca numarul natural n se poate scrie ca diferenta de doua patrate ale numerelor
intregi a si b, atunci n este impar sau multiplu de 4 si reciproc.

Intr-adevar, fie n = a2 — b?. Pentru a si b de aceeasi paritate rezultd cd n este
multiplu de 4. Pentru a si b de paritati diferite rezulta n impar.

Reciproc, daci n = 4m, atunci n = (m+1)2 — (m —1)? iar daci n = 2m+ 1, atunci
n=(m+1)2 —m?.

9. Se tine cont de faptul ca patratul oricirui numéar intreg impar este de forma
8m + 1.

10. Se tine cont de identitatea (2z + 3y)? — 3(x + 2y)? = 2?2 — 3y*.

11. Din p prim si p > 3 rezulta p = 6k £ 1 si atunci:

4p +1 =46k £1)% +1 = (8k +2)> + (8k + 1) 4 (4k)%.

12. Facem inductie matematicad dupd m (pentru m = 1 atunci afirmatia este ev-
identd). S& presupunem afirmatia adevaratd pentru toate fractiile cu numaratorii mai
mici ca m si sa o demonstram pentru fractiile cu numaratorii m.

Sa presupunem deci cad 1 < m < n. Impartind pe n la m avem:
(1) n=m(d—1)+m—-k=mdy—kcudy>1g10<k<m,

de unde mdyp =n+k & N
m 1

2 —=—(14+-).

@ T=o 0+

Cum k < m, aplicand ipoteza de inductie lui % avem:

k 1 1
3) S=—4-— .

n dy  didy ,cud; € N,d; > 1pentrul <i<r.

1
- didy...d,
Din (2) si (3) deducem ca:

N S S —
n - do dodl dodl...dr

si cu aceasta afirmatia este probata.

51, 1 1 1 1,.1.,1 .1
De exemplu: 2 =5+ 53+ 37+ 37 7=216 211 163

—_
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13. Clar, daca k = ail—l—l—k...—k% cuar,..,a, € N* atuncik <1+2+...+n =

a2
n(n+1)
—
Sa probam acum reciproca. Dacd k = 1 atunci putem alege a1 = as = ... = a,, =
M—Fﬁl). Daca k =n alegem a1 = 1,a2 = 2,...,a, = n.
_ . _ n(n+1) R
Pentru 1 < k < n alegem ar_1 = 1 ¢l a; = — — k + 1(cdci >, @ =
i=1
M —k + 1
k—1+n(n+1) =k).
— - k+1

Dacan <k < n(
n—12>p; >ps>..>p; > 1, atunci putem alege si a; = j in rest.

i;—” atunci scriind pe k sub forma k =n+ p; + p2 + ... + p; cu

14. Fien € N*. Dacin=a+ (a+ 1)+ ..+ (a+k —1),(k > 1) atunci n =
M si pentru k impar, k este divizor impar al lui n, iar pentru k par, 2a+k—1
este divizor impar al lui n. Deci oricarei descompuneri 1i corespunde un divizor impar al
lui n.

Reciproc, daca ¢ este un divizor impar al lui n, consideram 2n = pq (cu p par) si

fiea=4lp—gl+5sib=30+9+3

Se observa ci a,b € N* i a < b. In plus,
p+a+lp—adl.

a—i—b:flarb—a%—l:p—i—q%‘p_q'.

Deci (a + b)(b—a+1) = pg = 2n. Am obtinut cd a + (e + 1) + ... + b =
(a+b)(b—a+1)
2

= n. (Se observa ci daca ¢; # ¢o sunt divizori impari ai lui n atunci
cele doud solutii construite sunt distincte).

15. Vom nota suma x + y prin s si vom transcrie formula data astfel:

C(+y)P+3z+y P+
B 2 2

Conditia ca z si y sunt numere naturale este echivalenta cu z > 0gi s > x, x si s

+ . (1)

numere naturale. Pentru s dat, x poate lua valorile 0,1, ..., s. In mod corespunzator, n

: ; i R s2+s [
determinat de formula (1) ia valorile ===, === +1,..., =5== + s. Astfel, fiecdrui
s =0,1,2... 1i corespunde o multime formata din s + 1 numere naturale n. Sa observam
ca ultimul numar al multimii corespunzatoare lui s este cu 1 mai mic decat primul numar

2 2
al multimii corespunzatoare lui s + 1: % +14+s= (s+1) ; (s+1)

. De aceea,
aceste multimi vor contine toate numerele naturale n si fiecare n va intra numai intr-o

astfel de multime, adica lui 1i va corespunde o singura pereche de valori s gi x.

11.7 Ecuatii diofantice

1. z =y = z = 0 verifica ecuatia. Daca unul dintre numerele z, y, z este zero atunci

si celelalte sunt zero. Fie x > 0,y > 0,z > 0. Cum membrul drept este par trebuie ca si
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membrul stang sa fie par astfel cd sunt posibile situatiile (z,y impare, z par) sau (z,y, z
pare).

In primul caz membrul drept este multiplu de 4 iar membrul stang este de forma
4k + 2, deci acest caz nu este posibil.

Fie deci & = 2%z1,y = 2%y1,2 = 272, cu z1,91, 21 € Z impare iar o, 3,7 € N*.

Inlocuind in ecuatie obtinem
22033 4 22Py? 4 92723 = 2P Vg gy 2,
astfel ca daca, de exemplu, o = min(a, §,7),
(1) 22(g2 4+ 22('8_0‘)yf + 22(7_“)2%) = 20T g gy 2.

Dacd 8> asgiy>a= a+ f+7>2asiegalitatea (1) nu este posibild (membrul
stang este impar iar cel drept este par). Din aceleagi considerente nu putem avea a =
=7

Dacd f=asiy>adinnoua+ f+v+1>2a+1 (din paranteza se mai scoate
21) si din nou (1) nu este posibila.

Réamane doar cazul x =y = 2z = 0.

2. In esenté solutia este asemanitoare cu cea a exercitiului 1. Sunt posibile cazurile

i) x,y pare, z,t impare - imposibil (cici membrul drept este de forma 4k iar cel
stang de forma 4k + 2);

ii) x,y, z,t impare, din nou imposibil (din aceleasi considerente);

iii) =, y, 2, t pare : © = 2%,y = 2Py, 2 =2V it = 20t cu x1,y1, 21,1, impare
iar o, 3,7,6 € N*.

Fie a = min(a, 8,7, 6); inlocuind in ecuatie se obtine:
(2) 220[(1'% + 22(B7°‘)yf + 22(770()2% + 22(67‘1)15?) = 2a+6+7+6+1.’£1y121t1.

Daca 3,7, > « egalitatea (1) nu este posibila deoarece paranteza din (1) este
impard si a+ S +v+d5+1> 2a.

Daci = a,7,0 > «, din paranteza de la (1) mai iese 2 factor comun si din nou
a+B+y+d+1>2a+1.

Contradictii rezulta imediat si in celelalte situatii.

Ramane deci doar posibilitatea z =y =2 =1t =0.

3. Se verifica imediat c& (1,1) si (2,3) sunt solutii ale ecuatiei. S& aratdm ca sunt
singurele.
Fie (z,y) € N? 2z > 3,y > 1 astfel incat 3° — 2¥ = 1; atunci 3° — 1 = 2¥ sau

(1) 343" 4341 =201
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Daca y > 1, membrul drept din (1) este par, de unde concluzia ca x trebuie sa fie
par. Fie z = 2n cu n € N. Deoarece x # 2 deducem ca x > 4, deci y > 3. Ecuatia
initiald se scrie atunci 9" —1=2Y, sau "1 + 972 4 | 4941 =2v"3,

Deducem din nou ca n este par, adica n = 2m cu m € N. Ecuatia initiala devine

34m — 1 = 2Y sau 81™ — 1 = 2¥, imposibil (cici membrul stang este multiplu de 5).

4. Ecuatia se mai scrie sub forma (z +y+ 1)(x +y—m —1) =0 gi cum z,y € N,
atunci z+y+1 # 0, deci x+y = m+ 1 ce admite solutiile (k,m+1—k) si (m+1—k, k)
cuk=0,1,...m+ 1.

5. Daci y = 0(mod 2) atunci 22 = 7(mod 8) ceea ce este imposibil cici 7 nu este
rest patratic modulo 8. Daci y = 1(mod 2),y = 2k + 1 atunci 22 + 1 = 3> + 23 =
(y +2)[(y — 1)® + 3], de unde trebuie ca (2k)? + 3 | 22 + 1. Acest lucru este imposibil
deoarece (2k)? + 3 admite un divizor prim de forma 4k + 3 pe cand x2 + 1 nu admite un

astfel de divizor.

6. Daci y este par, 22 = y> — 82 + 3 = 0(mod 8), ceea ce este imposibil. Daci y
este impar, y = 2k + 1, 22 = 3 — 82 + 8k + 8k + 2 = 5(mod 8), ceea ce este de asemenea
imposibil (cici x este impar i modulo 8 patratul unui numéar impar este egal cu 1).

7. Presupunem ci z # 3 si il fixdm. Fie (z,y) € N? o solutie a ecuatiei (cu z fixat).
Dacd x = y, atunci z = y = 1 si deci z = 3, absurd!.

Putem presupune z < y iar dintre toate solutiile va existd una (g, yo) cu yo minim.
Fie ©1 = xgz — yo 81 y1 = xp.

Avem: yo(7oz —yo) = 3+ 1 > 1, deci 71 € N. Cum

24yl 41 = (voz—yo)? +ai+1l=a2+ 2+ 14222% - 2woy02
= woyoz + 252 — 2woyoz = 52 — Toyoz = To2(T0z — Yo)
= TpRT1 = T1Y1%.
adica si (z1,y1) este solutie a ecuatiei. Cum x; < y; iar y; < yo se contrazice minimali-

tatea lui yg, absurd, deci z = 3.

8. Ecuatia fiind simetrica In x,y si z sa gasim solutia pentru care z <y < z.

Atunci%—l—%—i—%ﬁ%@lﬁ%@xﬁ&
Cazul x = 1 este imposibil. Daca x = 2 atunci ecuatia devine %—&—% = % si deducem

imediat c8 y = z = 4 sau {y, z} = {3,6}.
Daca x = 3 atunci ecuatia devine % + % = %, de unde y = z = 3.
Prin urmare x = y = z = 3 sau {z,y, 2z} = {2,4} (doud egale cu 4) sau {z,y,z} =

{2,3,6).

9. Ecuatia se pune sub forma echivalentd (z — a)(y — a) = a?. Daca notam prin n
numarul divizorilor naturali ai lui a2, atunci ecuatia va avea 2n — 1 solutii, ele obtinandu-

se din sistemul:
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r—a==xd
2
y—a::l:%(cud|a2,d€N*).

Nu avem solutie in cazul z —a = —a si y — a = —a.

10. O solutie evidenta este y =z cu z € Q.

Sa presupunem ca y # x,y > x. Atunci w = m L 2 €QLsiy=(1+ %)x . Astfel
1 1 1
¥ = 2T W% ¢ cum 2¥ = ¢ atunci 2FW? = y® ceea ce di 2! TW =y = (1 + )z,

1
de unde zW =1+ %, deci z = (1 + %)w,y =(1+4 %)w*‘l (1).

n
Fie w = 7% si = L din Q ireductibile. Din (1) deducem c& (m;{n)m = £,

n
de unde (mn%n) = Q—Z Cum ultima egalitate este intre fractii ireductibile deducem
cd (m+mn)® = r™ gi n™ = s"™. Deci vor existd numerele naturale k,[ astfel incét

m4+n=k"r=k"sin=10"s=1[0" Astfel m+1"™ =k™, de unde k <[+ 1.

Dacad m > 1, am avea k™ < (I + 1)™ <™ +ml™~! +1 > "™ + m, prin urmare
k™ > 1™ + m, imposibil.

Astfel m = 1, de unde w =
1+ %)”H cun € N* arbitrar.

De aici deducem ci singura solutie in N este pentru n = 1 cu {z,y} = {2,4}.

& = n si astfel avem solutia z = (1 + %)"y ==

11. Evident nici unul dintre z,y, z,t nu poate fi egal cu 1. De asemenea nici unul
nu poate fi superior lui 3, caci daca de exemplu z > 3, cum y, z,t > 2 atunci:# + 3712 +

%—!—%Szli+zli+zli+%=%<l,imposibil!. Deci x =2 gi analog y =z =t = 2.

12. Se observa imediat ci perechea (3,2) verifica ecuatia din enunt. Daca (a,b) €

N? este o solutie a ecuatiei atunci tinand cont de identitatea :
3(55a + 84b)? — 7(36a + 55b)* = 3a* — 7b*

deducem ca si (55a + 84b, 36a + 55b) este o alta solutie (evident diferita de (a,b)).

13. Sa observam la inceput ca cel putin doua dintre numerele x,y, z trebuie sa fie
pare, cici daca toate trei sunt impare atunci z? + 32 + 22 va fi de forma 8k + 3, deci
nu putem gési ¢t € N astfel incat t> = 3(mod 8) (patratul oricirui numar natural este
congruent cu 0 sau 1 modulo 4).

Sa presupunem de exemplu ca y i z sunt pare, adica y =2l gi z =2m cul,m € N.
Deducem imediat ci t > z si fie t — 2 = u. Ecuatia devine 22 + 4i? + 4m? = (z + u)? &
u? = 41% + 4m? — 2zu. Cu necesitate u este par, adicd u = 2n cu n € N. Obtinem
n? =12 +m? —nz, de unde z = W iart=z4+u=x42n= W
Cum z € N, deducem ci n?2 < 24+ m? & n < VI2 + m?2.

In concluzie

R4m?-n? 12 £ m2 + n2

(1) z2=——y=2l2=2m,t=
n n

cum,n,l € Nyn |12 +m? gin < VI2+m2.
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Reciproc orice z, ¥, z, t dati de (1) formeaza o solutie pentru ecuatia 2% +y%+22 = t2.
Intr-adevar, cum
12 4 m2 — n2

EEm ey (o (ot = (T

)2

pentru orice [,m,n, tindnd cont de (1) deducem ci a2 + y? + 22 = t2.

14. Alegem z si z arbitrare si atunci cum ((xxz)’ (xzz)) =1,din (xffz) Y = (xzz) -
s 2 oS g — _UZ o ux_ ’ 7
deducem c# @.2) | y, adica y = @2 deci t = @2

Pe de alta parte, luand pentru x, z, u valori arbitrare gi punand y = @ 2) it =

ux

(z, 2
t =bc cu a,b,c,d € N arbitrari.

obtinem ci solutia generald in N* a ecuatiei zy = 2t este = ac,y = bd, z = ad si

15. Presupunem prin absurd c& 22 + 32 + 22 = 1993 si 2 +y + 2 = a?, cu a € N.
Cum a? = z+y+z < /3(2x2 + y2 + 22) = /5979 < 78, deducem ci a? € {1,4,9, ...,64}.
Cum (x +y + 2)% = 22 + y? + 22 + 2(2y + yz + x2) deducem ci z + y + z trebuie si
fie impar, adica a? € {1,9,25,49}. De asemenea, din (z +y + 2)? > 22 +y? + 22 &i
252 < 1993 deducem ci a? = 49, de unde sistemul

22 + 9y + 22 = 1993
r+y+z2=49

Inlocuind y + z = 49 — x obginem (49 — 2)? = (y + 2)? > y? + 22 = 1993 — 22, adici
1‘2—49x+204>0,deci3:<49%m %
deci 22 = 2025 > 1993, absurd. In al doilea c&z = < 4. Problema, fiind simetrics in z, vy, 2
deducem analog ca si y,z2 <4,decid9 =z +y+2=4+4+4 =12, absurd.

Observatie. De fapt ecuatia 2 +y2 + 22 = 1993 are in N* doar solutiile: (2,30, 33),
(2,15,42), (11,24, 36), (15, 18, 38), (16, 21, 36) i (24,24, 29).

sau T > . In primul caz x > 45

16. Ecuatia nu are solutii in numere intregi pentru cd membrii sii sunt de paritati
diferite.

Intr-adevar, o§ + ... + 22 = 21 + ... + xp(mod 2) si (21 + ... + 2,)? = 21 + ... +
2p(mod 2) sau (x1 + ... +2,)> +1 = 21 + ... + 2, + 1(mod 2), de unde deducem c#

2} + ...+ 2P — (1 + ... + 2,)? — 1 este impar, deci nu poate fi zero.

17. Reducénd modulo 11 se obtine c& % = +1(mod 11) (aplicand Mici Teorema a
lui Fermat) iar 2% = 0(mod 11) daci z = 0(mod 11).

Pe de altd parte, y? +4 = 4,5,8,2,9,7(mod 11) deci egalitatea y?> = 2° — 4, cu
x,y € Z este imposibila.

18. Avem y? = 23+7 & y?>+1 = 2348 = (2+2)(2?—22+4). Daci z este par, atunci
y? = T(mod 8); cum patratul oricdrui numar intreg este congruent cu 1 modulo 8, acest
caz este imposibil, deci z este impar. Atunci 2?—2z+4 = (z—1)?+3 este de forma 4k+3,

deci va avea un divizor prim de ¢ de aceeasi forma. Atunci q | y?+1 = y?> = —1(mod q).
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Din teorema lui Fermat deducem ci 59~ = 1(mod ¢). Cum y* = 1(mod ¢q) = 4 | ¢ — 1,
adica q este de forma 4k + 1, absurd!

19. Daca y? = 23447, atunci y?+132 = y?+169 = 234216 = (z+6)(2? — 62+ 36).
Dacd x = 0,2,3(mod 4) atunci y? = 2,3(mod 4), absurd. Daci z = 1(mod 4) atunci
existd un prim p = 3(mod 4) ce divide 2 — 6x + 36, deci y?> = —13(mod p). Astfel,
1= (L) = (=18%) = (51, absurd!

20. Evident, (0,0,0) este solutie a ecuatiei. Se duduce imediat ca daca (z,y, z) este o
solutie a ecuatiei din enunt, atunci x = 2x1,y = 2y1,y = 2y;1 cu x1,y1, 21 € Z. Deducem
imediat c& =3 + 2y} + 423 — 621y121 = 0. Continuand procedeul deducem c& la randul
lor numerele 1, y1, 21 sunt pare, s.a.m.d., adicd 2" | x,2" | y,2" | z pentru orice n € N,
de unde cu necesitate z =y = z = 0.

21. Se duduce imediat ca daci (x,y,z) € N*? este o solutie a ecuatiei din enunt,
atunci x = 21,y = 2y1,y = 2y cu z1,y1,21 € N*. Atunci 27 + y3 = 4*71 astfel ca
daca alegem solutia (x,y, z) cu z minim tot solutie este si (z/2,y/2,z —1) iar z — 1 < z,

contradictie.

11.8 Puncte laticeale in plan si spatiu

1. Fie A si B puncte laticeale situate la distanta 1 intre ele prin care trece cercul C
din enunt (de razd r € N*). Vom considera un sistem ortogonal de axe cu originea in A
avand pe AB drept axa a2’z si perpendiculara in A pe AB drept axa y'y (vezi Fig. 9)

Daca C' este centrul acestui cerc, atunci coordonatele lui C' sunt (%, V2 — lef)

Dacid M (x,y) mai este un alt punct laticeal prin care trece C, atunci z,y € Z si

1 1 1 1
(x—i)Q—l—(y— 7“2—1)2:r2@xz—x+i+y2+r2—2yur2—1—1:7°2

1
®x2+y2—x:2y1/r2—1:y\/4r2—1.

Ultima egalitate implici 42 —1=k?cuk € Z & (2r —k)(2r+k) =1 <
1 1
" sau " ! "T2 sl ’ 2 _ absurd .
2r+ k=1 2r+k=-1 k=0 k=0
2. Fiex:%§iy:gcup,q,rez,q7é0.
Atunci punctele laticeale de coordonate (r, —p) si (—r,p) au aceeasi distantd pana
la punctul de coordonate (x,y) deoarece:
T r

Py Ty _ Py _ e
(r=3) Tp=0) = ( g TP

Prin urmare, pentru orice punct de coordonate rationale exista doua puncte laticeale
distincte egal departate de acel punct.
Daca presupunem prin absurd ca a € Q si b € Q, atunci conform cu observatia de

mai Inainte, existd doua puncte laticeale distincte ce sunt egal departate de punctul de

180



coordonate (a,b). Astfel daca cercul cu centrul in punctul de coordonate (a,b) contine
in interiorul sau n puncte laticeale, atunci un cerc concentric cu acesta insa de raza mai
mare va contine in interiorul siu cel putin n + 2 puncte laticeale, neexistand astfel de
cercuri cu centrul in punctul de coordonate (a,b) care si contind in interiorul sau exact
n + 1 puncte laticeale -absurd !. Deci a € Q sau b € Q.

3.
Se observa (vezi Fig. 10) ca centrul cercului va avea coordonatele (989, 989) si raza
r = 989v/2, astfel ci un punct M(z,y) € C &

(1) (z —989)% + (y — 989)% = 2 - 989°.

Cum membrul drept din (1) este par deducem ci daci (z,y) € Z?, atunci z — 989
si y — 989 au aceeasi paritate.
Astfel A = %(x +y)—989si B = %(:c — ) — 989 sunt numere intregi.
Deducem imediat ci x—989 = A+ B si y—989 = A— B si cum (A+B)?+(A-B)? =
2A2% +2B2, (1) devine:
(2) A%+ B*=0989"

Observam cd n = 9892 = 232 - 432. Conform Teoremei 6.1.7. de la Capitolul 6
ecuatia (2) va avea solutii intregi.

Prin calcul direct se constatd ca numéarul dq(n) al divizorilor lui n de forma 4k + 1
este dy(n) = 5 iar numérul dz(n) al divizorilor lui n de forma 4k + 3 este d3(n) = 4 astfel
ca in conformitate cu Teorema 6.1.7. de la Capitolul 6, numarul de solutii naturale ale
ecuatiei (2) este 4(di(n) — ds(n)) =4(5 —4) = 4.

Cum (0, 0), (0, 989), (989, 0) si (989, 989) verificd (2) deducem ca acestea sunt

toate, de unde si concluzia problemei.
4. Fie date punctele laticeale P;(x;,y;, i), i, Yi, 2i € Z,1 < i < 9.
Definim f : {P1,..., Po} — {0,1} x {0,1} x {0,1} prin

F(P) = (2 — 2 v

X Zi
oy — 2055 - 25

Cum domeniul are 9 elemente iar codomeniul are 8, f nu poate sa fie injectiva. Deci
existad,j € {1,2,...,9},1 # j pentru care f(P;) = f(P;), adica x;—x;, y; —y;, 2i—2; € 2Z.
Li —'2_ L , Yi —|2— Yi , Zi —|2_ “i ¢ 7. Am gasit astfel punctul laticeal P(%,

), 1<i<9.

In acest caz
Wa ZZ—’_TZJ) care este mijlocul segmentului P;P;.
Observatie. Problema se poate extinde imediat la cazul a m > 2¥+1 puncte laticeale

din RF.

11.9 Clase speciale de numere intregi

1. Cum pentru n > 1 F,, este impar, daca existd p, q prime astfel incat F;, = p+q
atunci cu necesitate p =2 si ¢ > 2 si astfel ¢ = 22" — 1= (22" +1)(22"" — 1)-absurd.
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2. Analog ca in cazul Propozitiei 9.1.1 care stabilegte forma divizorilor primi ai unui
numar Fermat, se demonstreaza mai general ca daca a este un numar natural par, n € N
gl p este prim astfel incat p | a?" + 1, atunci p este de forma p = 2"t .k +1 cu k € N.
Deci daci p este prim si p | 122" + 1 atunci p = 216 -k +1 > 216 + 1 = F,. Cum Fy
este prim, conform Propozitiei 9.1.1 Fy | 32" 41, adica 32" = —1(mod Fy). Insa 22" =
2Fi=1 = 1(mod F}), deci 42 = 1(mod Fy) si atunci 122" = 32" . 42" = —1(mod F}),

adica Fy | 1227 + 1, deci Fj este cel mai mic divizor prim al lui 1227 4+ 1.

3. Fie m = kp(n) cu k € N*. Atunci 27 — 1 = 2k¢(") — 1 = (2¢(")k — 1 de unde
concluzia ca 2¢(™ — 1 | M,. Cum (2,n) = 1, conform teoremei lui Euler deducem ca
0| 2600 1 = | M.

4. Presupunem prin absurd ca pentru m,n > 2 existd k € N* astfel incat 2" — 1 =
k™ < 2™ = k™41 (cu necesitate k este impar si k > 3). Pentru m par rezulta contradictia
2" = 2(mod 8) iar pentru m impar avem 2" = (k + 1)(k™~! — k™2 + .. 4+ 1), egalitate

contradictorie deoarece k™~ — k™~2 4 .. + 1 este impar si > 3.

5. Se stie c& dacd a € N*,10" ! < a < 10" < n—1 < lga < n, atunci a are n cifre.
Avem Migr +1 = 2190 = 1g(Myor + 1) = 101 - 1g2 ~ 101 - 0,30103 = 30, 40403, deci
Myig1 are 31 cifre.

6. Fie n = niny cu ny, ng impare si ny,ne > 3 astfel incat n | 2n—1 _ 1. Notand
m = 2" —1,In mod evident m >n. Cumm =2" —1=(2"M)" — 1= 2" —1 | msi
cum 1 < 2™ — 1 < m deducem ci m este compus. Avem 2"~ ! —1 = kn si m — 1 = 2kn,
astfel ca 2m~1 —1=2%" 1 =22 —~1=m=2"—-1]2""1 - 1.

7. ([38]) Trebuie s& demonstram ca 2" = 2(mod n). S& observam ci numerele 73,
1103 si 2089 sunt prime. De asemenea putem scrie 73 = 72 + 1,2 - 1103 = 72k + 46 iar
2089 = 7T2h+1, deci n—1 = 721+45, de unde deducem c& 2"~ 1 —1 = 272/.2%5 1. Din mica
teorema a lui Fermat deducem ci 27 = 1(mod 73) si deci 2"~ — 1 = 2% — 1(mod 73).
Cum 2% — 1 = 0(mod 73) deducem ci (1) 2"~1 — 1 = 1(mod 73).

Avem 2089 = —115(mod 1102);2 - 73 = 146(mod 1102) si astfel n — 1 = 841(mod
1102). Cum (*) 1103-2089-233 = 229 — 1 deducem ca 2?° = 1(mod 1103); cum 841 = 292
deducem ca 2"~ ! = (229)29 = 1(mod 1103)(2). De asemenea n — 1 = 261(mod 2089) si
deci 2n~! = 2261 = (229)9(mod 2089). Tinand cont de () deducem cd 22° = 1(mod 2089)
si astfel 27~ = 1(mod 2089) (3). Din (1), (2) si (3) deducem ci 2" = 2(mod n), adici n

este pseudo-prim.

8. Prin calcul direct.
Observatie. Nu se stie inca daca exista o imfinitate de numere triunghiulare pitagor-

eice.
9. Pentru (ii), (iii) si (vi) facem calcule directe iar pentru (i), (iv) si (v) facem
inductie matematicad dupa n tinand cont ca F,, = %(a” — 8™, unde a = 1 +2 9 si
_1-45
f="=>—
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ANEXA 1: Numerele prime de la 1 la 10000 (numerele scrise bold reprezinti

perechi de numere prime gemene)

101
103
107
109
113
127
131
137
139
149
151
157
163

167
173
179
181
191
193
197
199
211
223
227
229
233
239
241
251
257
263
269
271
277
281
283
293
307
311
313
317
331
337
347
349
353
359
367
373
379
383

389
397
401
409
419
421
431
433
439
443
449
457
461
463
467
479
487
491
499
503
509
521
523
041
547
557
563
569
571
S77
o987
593
599
601
607
613
617
619

631
641
643
647
653
659
661
673
677
683
691
701
709
719
727
733
739
743
751
757
761
769
773
787
797
809
811
821
823
827
829
839
853
857
859
863
877
881

883
887
907
911
919
929
937
941
947
953
967
971
977
983
991
997
1009
1013
1019
1021
1031
1033
1039
1049
1051
1061
1063
1069
1087
1091
1093
1097
1103
1109
1117
1123
1129
1151

1153
1163
1171
1181
1187
1193
1201
1213
1217
1223
1229
1231
1237
1249
1259
1277
1279
1283
1289
1291
1297
1301
1303
1307
1319
1321
1327
1361
1367
1373
1381
1399
1409
1423
1427
1429
1433
1439

1447
1451
1453
1459
1471

1481
1483
1487
1489
1493
1499
1511

1523
1531

1543
1549
1553
1559
1567
1571

1579

1583

1597
1601

1607
1609

1613

1619
1621
1627
1637
1657
1663

1667
1669
1693

1697
1699

1709
1721
1723
1733
1741
1747
1753
1759
1777
1783
1787
1789
1801
1811
1823
1831
1847
1861
1867
1871
1873
1877
1879
1889
1901
1907
1913
1931
1933
1949
1951
1973
1979
1987
1993
1997
1999
2003

2011
2017
2027
2029
2039
2053
2063
2069
2081
2083
2087
2089
2099
2111
2113
2129
2131
2137
2141
2143
2153
2161
2179
2203
2207
2213
2221
2237
2239
2243
2251
2267
2269
2273
2281
2287
2293
2297

2309
2311
2333
2339
2341
2347
2351
2357
2371
2377
2381
2383
2389
2393
2399
2411
2417
2423
2437
2441
2447
2459
2467
2473
2477
2503
2521
2531
2539
2543
2549
2551
2557
2579
2591
2593
2609
2617

2617
2621

2633
2647
2657
2659
2663
2671

2677
2683
2687
2689
2693
2699
2707
2711
2713
2719
2729
2731
2741

2749

2753

2767
2777
2789
2791
2797
2801
2803
2819

2833

2837
2843

2851

2857
2861

2879

2887
2897
2903
2909
2917
2927
2939
2953
2957
2963
2969
2971
2999
3001
3011
3019
3023
3037
3041
3049
3061
3067
3079
3083
3089
3109
3119
3121
3137
3163
3167
3169
3181
3187
3191
3203
3209
3217
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3221
3229
3251
3253
3257
3259
3271
3299
3301
3307
3313
3319
3323
3329
3331
3343
3347
3359
3361
3371
3373
3389
3391
3407
3413
3433
3449
3457
3461
3463
3467
3469
3491
3499
3511
3517
3527
3529
3533
3539
3541

3547
3557
3559
3571
3581
3583
3593
3607
3613
3617
3623
3631
3637
3643
3659
3671
3673
3677
3691
3697
3701
3709
3719
3727
3733
3739
3761
3767
3769
3779
3793
3797
3803
3821
3823
3833
3847
3851
3853
3863
3877

3881
3889
3907
3917
3919
3923
3929
3931
3943
3947
3967
3989
4001
4003
4007
4013
4019
4021
4027
4049
4051
4057
4073
4079
4091
4093
4099
4111
4127
4129
4133
4139
4153
4157
4159
4177
4201
4211
4217
4219
4229

4231
4241
4243
4253
4259
4261
4271
4273
4283
4289
4297
4327
4337
4339
4349
4357
4363
4373
4391
4397
4409
4421
4423
4441
4447
4451
4457
4463
4481
4483
4493
4507
4513
4517
4519
4523
4547
4549
4561
4567
4583

4591
4597
4603
4621
4637
4639
4643
4649
4651
4657
4663
4673
4679
4691
4703
4721
4723
4729
4733
4751
4759
4783
4787
4789
4793
4799
4801
4813
4817
4831
4861
4871
4877
4889
4903
4909
4919
4931
4933
4937
4943

4951
4957
4967
4969
4973
4987
4993
4999
5003
5009
5011
5021
5023
5039
5051
5059
o077
5081
5087
5099
5101
5107
5113
5119
5147
5153
5167
5171
5179
5189
5197
5209
5227
5231
5233
5237
5261
5273
5279
5281
5297

5303
5309
5323
5333
5347
5351
5381
5387
5393
5399
5407
5413
5417
5419
5431
5437
5441
5443
5449
5471
5477
5479
5483
5501
5503
5507
5519
5521
5527
5531
5557
9563
5569
5573
5581
5591
5623
5639
5641
5647
5651

5653
5657
5659
5669
9683
5689
5693
5701
9711
o717
5737
5741
5743
9749
5779
5783
5791
5801
5807
5813
5821
5827
5839
5843
5849
5851
9857
5861
5867
5869
5879
5881
5897
5903
5923
9927
5939
5953
5981
9987
6007

6011
6029
6037
6043
6047
6053
6067
6073
6079
6089
6091
6101
6113
6121
6131
6133
6143
6151
6163
6173
6197
6199
6203
6211
6217
6221
6229
6247
6257
6263
6269
6271
6277
6287
6299
6301
6311
6317
6323
6329
6337

6343
6353
6359
6361
6367
6373
6379
6389
6397
6421
6427
6449
6451
6469
6473
6481
6491
6521
6529
6547
6551
6553
6563
6569
6571
6577
6581
6599
6607
6619
6637
6653
6659
6661
6673
6679
6689
6691
6701
6703
6709

6719
6733
6737
6761
6763
6779
6781
6791
6793
6803
6823
6827
6829
6833
6841
6857
6863
6869
6871
6883
6899
6907
6911
6917
6947
6949
6959
6961
6967
6971
6977
6983
6991
6997
7001
7013
7019
7027
7039
7043
7057

7069
7079
7103
7109
7121
7127
7129
7151
7159
17T
7187
7193
7207
7211
7213
7219
7229
7237
7243
7247
7253
7283
7297
7307
7309
7321
7331
7333
7349
7351
7369
7393
7411
7417
7433
7451
7457
7459
7477
7481
7487
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7489
7499
7507
7517
7523
7529
7537
7541
7547
7549
7559
7561
7573
6Ye
7583
7589
7591
7603
7607
7621
7639
7643
7649
7669

7673
7681
7687
7691
7699
7703
ey
7723
7727
7741
7753
7757
7759
7789
7793
7817
7823
7829
7841
7853
7867
7873
7877
7879

7883
7901
7907
7919
7927
7933
7937
7949
7951
7963
7993
8009
8011
8017
8039
8053
8059
8069
8081
8087
8089
8093
8101
8111

8117
8123
8147
8161
8167
8171
8179
8191
8209
8219
8221
8231
8233
8237
8243
8263
8269
8273
8287
8291
8293
8297
8311
8317

8329
8353
8363
8369
8377
8387
8389
8419
8423
8429
8431
8443
8447
8461
8467
8501
8513
8521
8527
8537
8539
8543
8563
8573

8581
8597
8599
8609
8623
8627
8629
8641
8647
8663
8669
8677
8681
8689
8693
8699
8707
8713
8719
8731
8737
8741
8747
8753

8761
8779
8783
8803
8807
8819
8821
8831
8837
8839
8849
8861
8863
8867
8887
8893
8923
8929
8933
8941
8951
8963
8969
8971

8999
9001
9007
9011
9013
9029
9041
9043
9049
9059
9067
9091
9103
9109
9127
9133
9137
9151
9157
9161
9173
9181
9187
9199

9203
9209
9221
9227
9239
9241
9257
9277
9281
9283
9293
9311
9319
9323
9337
9341
9343
9349
9371
9377
9391
9397
9403
9413

9419
9421
9431
9433
9437
9439
9461
9463
9467
9473
9479
9491
9497
9511
9521
9533
9539
9547
9551
9587
9601
9613
9619
9623

9629
9631
9643
9661
9677
9679
9689
9697
9719
9721
9733
9739
9743
9749
9767
9769
9781
9787
9791
9803
9811
9817
9829
9833

9839
9851
9857
9859
9871
9883
9887
9901
9907
9923
9929
9931
9941
9949
9967
9973
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ANEXA 2: Functia 7(z) si estimarile sale

Reamintim ca pentru x € R, prin 7(z) am notat numéarul numerelor prime p <
xr
z(vezi §3 de la Capitolul 2) iar pentru z > 2, L;(x) = ﬁdt.
2

71g%7Li(x)a zﬂ/(%v % §i

din care deducem felul in care au fost sugerate anumite conjecturi(in special cele aLe lui

Avem urmaétorul tabel care ne da estimari pentru m(x)

Gauss):
T 7(x) e Li(x) ;(l?i ;((a;))
1000 168 145 178 | 1,158 | 0,9438
10000 1229 1086 1246 | 1,132 | 0,9864
100000 9592 8686 9630 | 1,104 | 0,9961
1000000 78498 72382 78628 | 1,084 | 0,9983

10000000 664579 620420 664918 | 1,071 | 0,9994
100000000 | 5761455 | 5428681 | 5762209 | 1,061 | 0,99986
1000000000 | 50847478 | 48254630 | 50849253 | 1,054 | 0,99996

Astfel, Gauss a conjecturat cd pentru orice x € Ry, 7(z) < L;(z)(se observa ca
aceastd inegalitate este adevaratd pentru valorile lui x din tabel). Cu toate acestea,
conjectura lui Gauss este falsa. Astfel J.E. Littewood in articolul Sur la distribution
des nombres premiers din C.R. Acad. Sci. Paris, vol 158, 1914, pp. 1869-
1872, numai ca a infirmat conjectura lui Gauss dar a si probat existenta unui sir (z,)n>0
de numere reale astfel incat lim z, = oo si (—1)""*[r(z) — L;(xz)] > 0 pentru orice

n— oo
n € N(rezultand astfel c& 7(z) — L;(x) isi schimba semnul de o infinitate de ori).
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ANEXA 3: Numerele lui Fermat, numerele lui Mersene si numere per-

fecte

In tabelul urmator am selectat anumite informatii despre numerele F, F, ...

, Foo:

n Factori primi Descoperit de Data descoperirii
1 5 Fermat

2 17 Fermat

3 257 Fermat

4 65537 Fermat

5 641 Euler 1732
5 6700417 Euler 1732
6 274177 Landry 1880
6 67280421310721 Landry, LeLasseur, Gerardin 1880
7 59649589127497217 Morrison, Brillhart 1970
7 5704689200685129054721 Morrison, Brillhart 1970
8 1238926361552897 Morehead, Western 1909
9 2424833 Western 1903
9 compus Brillhart 1967
10 45592577 Selfridge 1953
10 6487031809 Brillhart 1962
10 455925777 Brillhart 1967
11 319489 Cunningham 1899
11 974849 Cunningham 1899
12 114689 Lucas, Pervouchine 1877
12 26017793 Western 1903
12 63766529 Western 1903
12 190274191361 Hallyburton, Brillhart 1974
13 2710954639361 Hallyburton, Brillhart 1974
14 | compus(factor necunoscut) Selfridge, Hurwitz 1961
15 1214251009 Kraitchik 1925
16 825753601 Selfridge 1953
17 compus

18 13631489 Western 1903
19 70525124609 Riesel 1962
20 compus Young, Bell 1988
21 448529642913 Wrathall 1963
22 natura necunoscuta

Din analiza acestui tabel se desprind urmatoarele:

1) Numerele Fy, Fy, F5, Fy sunt prime;
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2) Primul numar Fermat care nu este prim este F5(infirmandu-se astfel o conjectura
a lui Fermat potrivit cireiatote numerele F,,n > 1 sunt prime);

3) Pand la acest moment doar pentru n = 5,6,7,8,9 gi 11 se cunoagte ci sunt
numere compuse(cunoscandu-se complet descompunerea lor in factori primi);

4) Fy4 este cel mai mic numéar Fermat despre care se gtie ca este compus, fard insa
a i se cunoaste factorii primi;

5) Fo este cel mai mic numar Fermat despre care nu se cunoagte daci este prim

sau nu.

Tata tabelul primelor 12 numere Mersenne:

P M, =2¢ —1
2 3

3 7

5 31

7 127

13 8191

17 131071

19 524287

31 2147483647

61 2305843009213693951

89 618970019642690137449562111

107 | 162259276829213363391578010288127
127 | 170141183460469231731687303715884105727

Conform Teoremei 9.4.1 de la Capitolul 9, numarul n este perfect daa gi numai daca
n este de forma n = 2P~1(27 — 1) cu p € N* iar M, = 2P — 1 este prim(acest rezultat
datorddu-se lui Euclid si Euler).

Tatd tabelul primelor 30 de numere perfecte n = 2P~1(2P — 1):

n Numarul de cifre | Data descoperirii Descoperit de
6=2(22-1) 1 ? Cunoscut de Euclid
28 = 2%(23 - 1) 2 ? Cunoscut de Euclid
496 = 24(25 — 1) 3 ? Cunoscut de Euclid
8128 = 26(27 — 1) 4 ? Cunoscut de Euclid
33550336 = 212(21% — 1) 8 1456 Necunoscut
8589869056 = 216(217 — 1) 10 1588 Cataldi
137438691328 = 218(21% — 1) 12 1588 Cataldi
230(231 _ 1) 19 1772 L.Euler
200(261 — 1) 37 1883 L.M. Pervouchine
288(289 — 1) 54 1911 R.E. Powers
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n Numaérul de cifre | Data descoperirii Descoperit de
2106(2107 _ 1) 65 1914 R.E. Powers
2126(2127 _ 1) 7 1876 E. Lucas
2520(2521 _ 1) 314 1952 R. Robinson
206062607 _ 1) 366 1952 R. Robinson

21278(21279 _ 1) 770 1952 R. Robinson
92202(22203 _ 1) 1327 1952 R. Robinson
92280(2281 _ 1) 1373 1952 R. Robinson
9321623217 _ 1) 1937 1957 H. Riesel
2425224253 _ 1) 2561 1961 A. Hurwitz
4422(94423 _ 1) 2663 1961 A. Hurwitz
99688 (29689 _ 1) 5834 1963 D. Gillies
999409941 _ 1) 5985 1963 D. Gillies
211212(211213 1) 6571 1936 D. Gillies
219936219937 _ 1) 12003 1971 B. Tuckerman
921700921701 _ 1) 13066 1978 L. Nickel, C. Noll
92320823209 _ 1) 13973 1979 C. Noll
244496 (944497 _ 1) 26790 1979 H. Nelson, D. Slowinski
28624286243 _ 1) 51924 1982 D. Slowinski
2110502(2110503 1 66530 1988 W.N. Colquitt, L. Welsh
2132048132049 _ 1) 79502 1991 W.N. Colquitt, L. Welsh

Observatie. Laura Nickel si Curt Noll avea numai 18 ani cand au pus in evidenta

al 25-lea numar perfect. Nu se cunoasgte daca existd sau nu numere perfecte intre cele

corespunzatoare lui p = 132049 si p = 216091.
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